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ВЕКТОРИАЛЬНЫЕ МОДЕЛИ КОНСТАНТ УПРУГОЙ ПОДАТЛИВОСТИ 
И КОНСТАНТ УПРУГОЙ ЖЕСТКОСТИ ПРИ ИССЛЕДОВАНИИ 
НЕОДНОРОДНОСТИ УПРУГИХ СВОЙСТВ ПОЛИКРИСТАЛЛОВ 

Рассматривается методика построения пространственно ориентированных моделей кон-
стант упругой податливости и упругой жесткости на микроуровне. Исследуются поликристал-
лические материалы с кубической объемноцентрированной, гранецентрированной и гексаго-
нальной решеткой. На основании построенных объемных моделей модулей упругости и сдвига 
исследуется анизотропия упругих свойств поликристаллов различных металлов. Результаты 
работы можно использовать при изучении свойств материалов на микроуровне. 

К л ю ч е в ы е  с л о в а: анизотропия, модуль упругости, упругие свойства, поликри-
сталл, модуль Юнга. 

Особенности кристаллической решетки определяют неоднородность 
упругих свойств поликристаллических материалов, что связано с анизотро-
пией характеристик составляющих поликристаллы зерен.  

Пространственная решетка поликристалла характеризуется внутренним 
неконтинуальным строением с расположением материальных частиц в опре-
деленном порядке [1, 2]. 

При приложении нагрузки вследствие возникающего напряжения проис-
ходит деформация твердого тела. Известно, что при достаточно малых 
напряжениях деформация пропорциональна величине приложенного напря-
жения. Предположим, например, что изотропный твердый стержень испыты-
вает чистое растяжение. Согласно закону Гука,  

,sε = σ   (1) 

где s — константа, называемая константой упругой податливости или подат-
ливостью для данной конкретной системы напряжений и данного направле-
ния деформаций. Вместе с тем мы можем записать 

1, ,c с
s

σ = ε =   (2) 

где с — константа упругой жесткости или просто жесткость; с называется 
также модулем Юнга. 

В табл. 1 представлено количество независимых констант упругой по-
датливости и упругой жесткости для различных систем. 

Т а б л и ц а  1  

Количество независимых констант упругой податливости и упругой жесткости 
для различных систем 

Триклинная Моноклинная Тетрагональная Кубическая Ромбическая Гексагональная Тригональная 
21 13 6,7 3 9 5 6,7 
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Константа упругой жесткости определяется в направлении растяжения 
при единичном продольном напряжении [2]: 

11

1 ,Е
s

=
′

  (3) 

где s11 — продольная деформация. 
После преобразования получаем [3, 4]: 

1111 1 1 1 1 .m n p q mnpqs a a a a s′ =   (4) 

Для кубических кристаллов с использованием формулы преобразования 
тензора 4R [5, 6]: 
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(
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Для гексагональных кристаллов с использованием формулы преобразо-
вания тензора 4R [5, 7]: 
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Зависимость модуля упругости и модуля сдвига от направления можно 
получить с использованием матриц податливостей [3, 8, 9] относительно кри-
сталлографических осей.  

Теория упругости кристаллов [9, 10] дает два уравнения для 1/E и 1/G 
как функций углов оси бруска с кристаллографическими осями; коэффициен-
тами этих уравнений являются упругие параметры sik. 

Для кристаллов с кубической решеткой [11] зависимость величин модуля 
упругости и модуля сдвига от ориентировки оси стержня [12, 13] определяет-
ся следующим образом: 
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( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 2
11 11 12 44 11 12 12 13 13 11

2 2 2 2 2 2
44 11 12 44 11 12 12 13 13 11

1 12 ,
2

1 14 .
2

s s s s a a a a a a
E

s s s s a a a a a a
G

 = − − − + +  
 = + − − + +  

  (7) 

В данном случае а11, а12, а13 представляют собой косинусы углов, образу-
емых осью стержня с тремя ребрами куба (а11

2 + а12
2 + а13

2 = 1) [14]. 
Для кристаллов с гексагональной решеткой [13, 15, 16] упругие свойства 

определяются в зависимости от ориентировки оси стержня: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

22 4 2 2
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2 2 2
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= − + + + −

 = + − − − + + − − −  

(8) 

В связи с тем, что упругие свойства обладают симметрией вращения по 
отношению к шестерной оси [13, 17] в уравнения (8) входит только коси-
нус а13 угла с гексагональной осью.  

Пространственную сферическую систему координат (рис. 1) используем 
для вычисления модулей упругости в направлениях х, у, z [18], где  

( ) ( )sin θ cos φ ;x r=  

( ) ( )sin θ sin φ ;y r=   (9) 

( )cos θ ,z r=  

а косинусы соответствующих углов [2] равны 

( ) ( )11 sin θ cos φ ;xa
r

= =  

( ) ( )12  sin θ sin φ ;ya
r

= =   (10) 

( )13  cos θ .za
r

= =  

Для получения пространственного представления о неоднородности мо-
дулей упругости и податливости поликристаллов строятся объемные (векто-
риальные) модели модулей [2]. 

Полученные векториальные модели для кубических гранецентрирован-
ных кристаллов представлены на рис. 2.  

На рис. 3 представлены пространственные модели для кристаллов с гек-
сагональной решеткой. 

На рис. 4 представлена пространственная модель для кристаллов с три-
гональной решеткой. 
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Рис. 1. Пространственная сферическая система координат 

                                
а                                     б                                  в 

Рис. 2. Пространственные модели, характеризующие упругую жесткость:  
а — железа; б — алюминия; в — меди 

                
а                                                 б 

Рис. 3. Пространственные модели, характеризующие упругую жесткость:  
а — цинка; б — магния 

  
Рис. 4. Пространственная модель, характеризующая упругую жесткость кварца 
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Вследствие того, что в преобразование (9) входит только косинус угла, 
пространственная модель, характеризующая упругую жесткость кристаллов с 
гексагональной решеткой, представляет собой поверхность вращения. 

Для кристаллов с кубической решеткой пространственная модель, харак-
теризующая упругую жесткость, имеет форму скругленного куба с углубле-
ниями в центре осевых поверхностей.  

В случае, когда составляющая ( )11 12 44
1
2

s s s − −  
 уравнения (7) прини-

мает нулевые значения, наблюдается упругая изотропия. 
Модуль упругой жесткости на микроуровне при условии, что выражение 

( )11 12 44
1
2

s s s − −  
 принимает отрицательное значение, имеет максимум в 

направлении 100  и минимум в направлении 111 .   
Анизотропию упругих свойств исследованных кристаллов можно также 

оценить, помимо известного параметра анизотропии, определяемого как 
А = (с11 – с12) / 2с44, по отношениям наибольших к наименьшим значениям 
модулей упругости кристаллов. Отношения наибольших к наименьшим зна-
чениям модулей, полученные по данным работ и вычисленные нами, пред-
ставлены в табл. 2, из рассмотрения которой можно оценить степень анизо-
тропии упругих свойств.  

Исходя из формы векториальных моделей, показанных на рис. 2 и 3, 
видно, что неоднородность упругих свойств имеет значительный разброс. 

Аналогичные выводы можно сделать, анализируя векториальные модели 
модуля сдвига G.  

Т а б л и ц а  2  

Отношения максимальных значений модуля Юнга к минимальным значениям 
для сильноанизотропных поликристаллов 

max

min

E
E

 
Железо Медь Цинк 

2,14 2,86 3,55 

Наибольший разброс величин податливости характерен для β-латуни: 

отношение max

min
  E

E
может достигать значений 8…9. 

В табл. 3 приведены отношения максимальных значений модуля Юнга к 
минимальным значениям для слабоанизотропных поликристаллов. 

Т а б л и ц а  3  

Отношения максимальных значений модуля Юнга к минимальным значениям 
для слабоанизотропных поликристаллов 

max

min

E
E

 
Магний  Алюминий 

1,16 1,22 
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Пространственные модели, описывающие упругие свойства изотропных 
тел, представляют собой сферическую поверхность, что характеризует равен-
ство упругих свойств во всех направлениях. 

Пространственные модели, характеризующие упругую жесткость поли-
кристаллов железа, алюминия, меди, цинка и магния, наглядно показывают 
зависимость модуля Юнга от пространственного положения по отношению к 
осям. Данное обстоятельство дает наглядное представление о неоднородно-
сти упругих свойств поликристаллов с гексагональной, гранецентрированной 
и тригональной решеткой. 

При исследовании констант упругой податливости для данной конкретной 
системы напряжений и данного направления деформации можно сделать анало-
гичные выводы, анализируя пространственные модели модуля сдвига G.  
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