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ИССЛЕДОВАНИЕ УСТАНОВИВШЕГОСЯ ТЕЧЕНИЯ  
СГУЩАЮЩЕЙСЯ ЖИДКОСТИ В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ТРУБЕ 

Проведено исследование установившегося течения предельно дилатантной сгущающейся 
при сдвиге жидкости в цилиндрической трубе, определены зависимость расхода жидкости от 
перепада давления, зависимости для радиального распределения скорости и эффективной вяз-
кости течения. Установлено, что при малых перепадах давления неньютоновские свойства 
среды можно не учитывать и с точностью, достаточной для инженерных расчетов, рассматри-
вать течение ньютоновской жидкости с вязкостью, равной вязкости при нулевой скорости 
сдвига. При больших значениях перепада давления происходит сгущение и уплотнение среды, 
значительный рост эффективной вязкости, зависимость расхода жидкости от перепада давле-
ния становится нелинейной. Зависимость коэффициента гидравлического сопротивления от 
перепада давления является немонотонной и характеризуется наличием минимума.  

К л ю ч е в ы е  с л о в а: реология, вязкость, неньютоновские жидкости, сгущающиеся 
среды, дилатантность, гидравлическое сопротивление. 

Суспензии и эмульсии относятся к материалам, роль которых в промыш-
ленном производстве очень велика. Их вязкость зависит от соотношения фаз, 
степени дисперсности, скорости течения и может сильно изменяться в техно-
логическом процессе [1—3]. Реологические свойства таких систем определя-
ют их технологические характеристики. Поэтому вопросам реологии уделено 
значительное внимание многих исследователей [4—12]. 

Для описания деформационного поведения различных структурирован-
ных дисперсных сред существует множество реологических моделей, пере-
дающих в определенном диапазоне напряжений сдвига отдельные особенно-
сти реального течения [13—16].  

Моделирование гидродинамики течения пленки неньютоновской суспен-
зии в цилиндрическом прямоточном гидроциклоне и расчет извлечения час-
тиц твердой фазы при разделении неньютоновских суспензий с привлечением 
полных уравнений реодинамики выполнено в [18, 19]. Для описания реологи-
ческих свойств суспензии использовано степенное реологическое уравнение 
Оствальда — де Вейля.  

В [20] исследован процесс заполнения канала реологически сложной 
жидкостью со свободной поверхностью. Получены кинематические и дина-
мические характеристики рассматриваемых течений в зависимости от опре-
деляющих параметров процесса и реологических свойств. 

Математическому моделированию течений неньютоновских сред при 
наличии закрутки потока на входе в канал посвящены работы [21—26]. В них 
приведены результаты исследований влияния закрутки потока на структуру 
течения и формирование рециркуляционных зон для потоков жидкостей раз-
личной реологии. 

В [27] исследована устойчивость жесткого состояния наклонного слоя 
нелинейно вязкой жидкости Уильямсона. Модель Уильямсона может  
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применяться для описания движения псевдопластических жидкостей, близ-
ких по своим свойствам к структурированным средам. Но в отличие от моде-
лей структурированных сред в реологическом уравнении Уильямсона нет 
предельного напряжения сдвига.  

В [28] приведены результаты исследования процессов модифицирования 
битумов в кавитационно-смесительном диспергаторе и инжекторном смесителе. 
В [29] разработана физико-математическая модель и выполнен расчет распада 
струи битума в закрученном потоке водной фазы. Показано, что рост закрутки 
потока приводит к интенсификации турбулентности в потоке и способствует 
более быстрому распаду струи. В [30] проведено численное исследование пере-
хода к турбулентному режиму течения внутренних закрученных потоков битум-
ных вяжущих. Исследованию смешения коаксиальных закрученных потоков для 
приготовления битумных дисперсных систем посвящено [31]. 

Жидкости, сгущающиеся при воздействии касательных напряжений, 
представляют собой материал, вязкость которого резко увеличивается при 
увеличении скорости сдвига выше критического значения. Эти неньютонов-
ские жидкости называются дилатантными жидкостями. При низких скоро-
стях сдвига жидкости имеют низкую вязкость, действуют как смазка и легко 
текут. Однако при более высоких скоростях сдвига гидродинамические силы, 
действующие на частицы, преодолевают силы отталкивания. Это приводит к 
формированию гидрокластеров. Жидкость не может заполнить промежутки, 
создавшиеся между частицами, и трение сопротивления значительно увели-
чивается, вызывая увеличение вязкости [32]. Предельно дилатантные жидко-
сти характеризуются резким увеличением вязкости при достижении критиче-
ской скорости сдвига. В этом случае происходит агрегация гидрокластеров и 
формирование жесткой структуры. При уменьшении скорости сдвига гидро-
кластеры распадаются, так что кажущееся твердым вещество превращается в 
жидкость. 

Механизм образования и распада гидрокластеров был экспериментально 
обнаружен в экспериментах [33] и подтвержден при компьютерном модели-
ровании [34]. 

В [35] предложена реологическая модель среды с «отвердеванием». Осо-
бенность реологического поведения такой среды заключается в следующем. 
Кривая течения, построенная в координатах «скорость сдвига — касательное 
напряжение», при приближении скорости сдвига к некоторому критическому 
(но конечному) значению демонстрирует резкое возрастание своей кривизны. 
Дилатантное поведение жидкости усиливается настолько, что наиболее де-
формируемые области течения (где скорость сдвига непосредственно при-
ближается к своему критическому значению) начинают вести себя подобно 
твердому телу.  

Целью настоящей работы является исследование установившегося тече-
ния в цилиндрической трубе круглого сечения радиуса R предельно дила-
тантной сгущающейся при сдвиге жидкости. 

Для построения моделей жидких сред нужно установить связь между де-
виаторами тензора скоростей деформации и тензора напряжений [1, 3]. В тен-
зорно линейных моделях такая связь задается соотношением: 

eff2 .D
ij ij     (1) 
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В качестве вторых инвариантов тензоров   и   удобно ввести [4]:  

2 ,D D
ij jiU       

/ 2,ij ijT     (2) 

где 
1

3
D
ij ij kk        — компоненты девиатора тензора скоростей деформации.  

Из соотношения (1) вытекает следующее соотношение между инвариан-
тами: 

eff ,Т U   (3) 

где eff  — коэффициент эффективной динамической вязкости. 
Если связь (3) установлена, то, подставляя ее в уравнения движения и 

присоединяя уравнение неразрывности, а также формулируя необходимые 
начальные и граничные условия, получим замкнутую систему для определе-
ния поля течения. 

Реологический закон предельно дилатантной сгущающейся при сдвиге 
среды для установившегося течения в канале можно записать в виде: 

* *

d
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d
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U U r U U

 
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d
.

d

u
U

r
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В случае стабилизированного осесимметричного течения уравнение ди-
намики вязкой жидкости приобретает вид: 

d1 d
.

d d
rxr p

r r x


    (5) 

Интегрирование уравнения (1) позволяет определить зависимость сдви-
гового напряжения от радиальной координаты: 

1 d
.

2 drx

p
r

x
    (6) 

С учетом реологического соотношения (3) определим интенсивность 
скоростей сдвиговых деформаций: 

*
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где 
2

d d
Y

Yr p x


  — параметр модели. 
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С учетом соотношения (4) уравнение (7) может быть записано в виде: 

*d
.

d Y

U ru

r r r
 


 (8) 

Выпишем необходимые граничные условия. На оси течения должны вы-
полняться условия симметрии, а на стенке трубы — условия прилипания. 
В результате граничные условия имеют вид: 

0,r 
d

0;
d

u

r
  

,r R 0.u    (9) 

Интегрирование уравнения (8) позволяет определить радиальное распре-
деление осевой скорости в канале: 

* ln .Y
Y

Y

r r
u U r R r

r R

  
       

  (10) 

Максимальная скорость жидкости достигается на оси потока: 

max * ln 1 .Y
Y Y

R R
u U r

r r

  
    

  
 (11) 

Расход жидкости через поперечное сечение трубы вычисляется по формуле: 

 
33

2
*
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2 d 2 ln 2 ,
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        

  
  (12) 

а среднерасходная скорость определяется как: 

3

*2 2

1
2 ln 1 2 .

6 2 4
Y Y Y

Y
Y

r R r rQ R
u U r

R R r R

                
 (13) 

Вязкие свойства потока можно характеризовать двумя величинами: эф-
фективной вязкостью eff ,  определяющей локальные свойства течения, и 

среднерасходной вязкостью ,  определяющей интегральные свойства потока. 
Эффективная вязкость сгущающейся жидкости для гидродинамически 

стабилизированного течения в цилиндрической трубе может быть рассчитана 
с помощью реологического соотношения: 

eff
*

.Y

U U


 


 (14) 

Для определения распределения эффективной по радиусу трубы вос-
пользуемся соотношением (7): 
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Y Y
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 
 (15) 
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Определим среднерасходную вязкость неньютоновской жидкости   как 
вязкость ньютоновской жидкости, движущейся со среднерасходной скоро-

стью u  в трубе радиусом R под действием перепада давления 
d

.
d

p

x
 

Введение среднерасходной вязкости позволяет при проведении гидрав-
лических расчетов вместо неньютоновской среды рассматривать ньютонов-
скую жидкость с вязкостью  . Таким образом, среднерасходная вязкость по-
тока будет равна: 

13

*

1 1 1 1
ln 1 1 2 .
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Y Y Y Y Y
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
                

      
 (16) 

В технических расчетах принято связывать перепад давления со среднерас-
ходной скоростью течения с использованием коэффициента гидравлического со-
противления ,  который характеризует безразмерное падение давления на еди-
ницу длины канала. Таким образом, перепад давления пропорционален динамиче-
скому напору и определяется зависимостью Дарси — Вейсбаха: 

2d
.

d 4

p u

x R


   (17) 

Подставляя в равенство (17) значения среднерасходной скорости из 
формулы (13), получим выражения для коэффициента гидравлического со-
противления: 

2
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2 3
*

1 1
2 ln 1 2 .

6 2 4
Y Y Y Y Y
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r R r r r

U r R R r R R


                 

 (18) 

Перейдем к анализу полученных результатов. При математическом мо-
делировании диапазон изменения параметров был выбран следующим: на-
пряжение структурирования — 1...40Па;Y   Предельная скорость сдвига — 

1
* 5...80с ;U   перепад давления — d d 100...2000 Па/м;p x   радиус канала 

составлял 0,1 м.R   

Проанализируем влияние реологических параметров *U  и ,Y  а также 

перепада давления d dp x  на структуру течения сгущающейся жидкости. 

Радиальное распределение скорости потока, рассчитанное для различных 
значений перепада давления и реологических параметров, представлено на 
рис. 1—3. На рисунке 1 показано радиальное распределение скорости, рас-
считанное для различных значений предельной скорости сдвига *.U  Как вид-

но из рисунка, зависимость  u r  является монотонно убывающей, скорость 

потока уменьшается от оси к стенке трубы. Скорость течения на оси трубы 
достигает максимального значения, а на стенках трубы вследствие прилипа-
ния равна 0. В пристеночной области (10 )Yr r  распределение скорости 
близко к линейному, что является характерным для течения дилатантных 
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сред. Нелинейные эффекты проявляются в периферийной и приосевой части 
потока. С увеличением значений *U  происходит уменьшение эффективной 
вязкости потока. При этом течение становится возможным при более высо-
ких скоростях деформации. В результате среда становится более подвижной. 
Значения скорости увеличиваются по всему сечению трубы. Влияние харак-
терного напряжения среды Y  на структуру течения иллюстрирует рис. 2. 

Увеличение эффективной вязкости, вызванное увеличением ,Y  приводит к 
уменьшению скорости потока по всему сечению трубы. С ростом перепада 
давления увеличивается энергия, сообщаемая потоку. В результате этого ско-
рость потока возрастает (рис. 3). 
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Рис. 1. Радиальное распределение скорости, d d 250 Па/м,p x   10 Па:Y    

1 — 1
* 80с ;U  2 — 1

* 40с ;U   3 — 1
* 20с ;U   4 — 1

* 10с ;U   5 — 1
* 5сU    
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Рис. 2. Радиальное распределение скорости: d d 250Па/м,p x   1
* 80с :U    

1 — 1,25 Па;Y   2 — 2,5 Па;Y   3 — 5Па;Y   4 — 10 ПаY   

Перейдем к анализу расходных характеристик. Для характеристики объем-
ного расхода жидкости через поперечное сечение трубы удобно использовать 
среднерасходную скорость течения. Величина среднерасходной скорости про-
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порциональна предельной скорости сдвиговых деформаций, а также зависит от 
напряжения структурирования Y  и радиуса канала R. На рисунке 4 показана 

зависимость среднерасходной скорости от перепада давления d d .p x  
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Рис. 3. Радиальное распределение скорости, 1, 25Па,Y   1
* 80с :U   1 — 

d d 250Па/м;p x   2 — d d 500Па/м;p x   3 — d d 1000Па/м;p x   4 — d d 2000Па/мp x   
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Рис. 4. Зависимость среднерасходной скорости от перепада давления d d ,p x  
1

* 80с :U   1 — 5Па;Y   2 — 10Па;Y   3 — 20Па;Y   4 — 40ПаY   

С увеличением перепада давления увеличивается энергия, сообщаемая 
потоку, что приводит к увеличению скорости течения. При малых значениях 
d dp x  зависимость среднерасходной скорости от перепада давления сгу-

щающейся жидкости  d du u p x  близка к линейной. При малых перепадах 

давления среднерасходная скорость сгущающейся жидкости близка по вели-
чине среднерасходной скорости ньютоновской жидкости с вязкостью, равной 

эффективной вязкости среды при нулевой скорости сдвига 0
*

.Y

U


   При 

больших значениях d dp x  в результате действия сил давления происходит 
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сгущение и уплотнение среды, что вызывает замедление роста u  при увели-
чении перепада давления (см. рис. 4). 

Анализ влияния напряжения структурирования Y  на зависимость вели-

чины среднерасходной скорости показывает, что с ростом Y  происходит 

уменьшение .u   
На рисунке 5 показано изменение коэффициента гидравлического сопро-

тивления   с ростом перепада давления d dp x  для различных значений рео-

логических параметров. Как видно из рис. 5, зависимость коэффициента гид-
равлического сопротивления от перепада давления является немонотонной. 
При низких значениях d dp x , когда в потоке преобладают ньютоновские 

свойства, рост перепада давления приводит к росту кинетической энергии 
потока и уменьшению гидравлического сопротивления. При больших значе-
ниях d dp x  гидравлическое сопротивление потока увеличивается, что связа-

но со сгущением среды в результате ее структурировании. С увеличением 
значений напряжения структурирования возрастает диссипация механиче-
ской энергии потока, что приводит к росту гидравлического сопротивления.  

Idp/dxI, Па/м
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Рис. 5 Зависимость коэффициента гидравлического сопротивления   от 

перепада давления d d ,p x  31300кг/м ,   1
* 80сU   — а: 1 — 5Па;Y   2 — 

10Па;Y   3 — 20Па;Y   4 — 40Па;Y   б: 1 — 1
* 40с ;U   2 — 1

* 20с ;U   3 — 
1

* 10с ;U   4 — 1
* 5сU    
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С увеличением предельной скорости сдвиговых деформаций *U  увели-
чивается диапазон вязкого течения, сгущение среды происходит при более 
высоких значениях скоростей сдвиговых деформаций. В результате этого с 
ростом *U  гидравлическое сопротивление в потоке уменьшается. 
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Oleg V. Matvienko, Natalia S. Firsanova 

Tomsk State University of Architecture and Building 

STUDY OF THE STEADY FLOW OF A THICKENING LIQUID  
IN A CYLINDRICAL TUBE 

The paper conducts a study of the established flow of the extremely dilatant condensing fluid in 
a cylindrical tube, determines the dependence of fluid flow on pressure drop, obtains dependencies for 
the radial distribution of velocity and effective viscosity of the flow. It has been established that with 
small pressure drops, the non-Newtonian properties of the medium can be ignored, and with an accu-
racy sufficient for engineering calculations, the flow of a Newtonian fluid with a viscosity of equal 
viscosity at zero shear rate can be considered. With large values of the pressure drop, thickening and 
compaction of the medium occurs. As a result, there is a significant increase in effective viscosity, the 
dependence of fluid flow on the differential pressure becomes nonlinear. The dependence of the coef-
ficient of hydraulic resistance on the differential pressure is non-monotonous and is characterized by 
the presence of a minimum. 

K e y  w o r d s: rheology, viscosity, non-Newtonian fluids, thickening media, dilatance,  
hydraulic resistance. 
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