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ДИНАМИКА ЦИКЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ НА УПРУГИХ ОПОРАХ 
С ЭКВИДИСТАНТНО РАСПОЛОЖЕННЫМИ МАССАМИ 

Рассматривается циклическая система в виде многопролетной балки на упругих опорах, 
загруженной регулярно расположенными точечными массами. Предлагается методика расчета 
частот свободных колебаний конструкции на основании метода обобщенных неизвестных в 
форме метода перемещений. Результаты работы и методику расчета можно использовать в 
расчетах регулярных и бирегулярных систем в виде пластин и оболочек. 

К л ю ч е в ы е  с л о в а: циклическая система, обобщенные перемещения, обобщенные 
неизвестные, инерционные перемещения, свободные колебания.  

Использование метода МКЭ в форме метода обобщенных перемеще-
ний [1—3] в расчетах периодических систем базируется на идеях группиров-
ки неизвестных [4, 5], на возможности расчленения сложного статически 
неопределимого сооружения на более простые элементы [6—8] и составле-
ния для них уравнений связи с небольшим числом неизвестных [9—11]. Так-
же используется возможность упрощения канонических уравнений путем ор-
тогонализации основных эпюр [12, 13] и использования свойств циклически 
симметричных (обладающих многими слоями симметрии [14, 15]) систем для 
упрощения их расчета.  

Для выполнения условий периодического продолжения за расчетную 
схему принимается система с бесконечно большим числом пролетов или так 
называемая циклически симметричная система [16, 17]. Система с конечным 
числом пролетов, вырезанная из бесконечной системы, будет удовлетворять 
условиям периодического продолжения. При этом жесткости элементов си-
стемы и значения сосредоточенных нагрузок, находящихся на линии разреза, 
делятся пополам. Опорные закрепления конечной системы должны позволять 
ей деформироваться по бесконечной схеме [18]. 

Рассмотрим циклическую систему в виде многопролетной балки на 
упругих опорах, загруженной эквидистантно расположенными точечными 
массами mi = m и шарнирно опертой по концам (рис. 1, а). Шаг регулярности 
для масс d, шаг регулярности для опор l = vd. 

Основная система для рассматриваемой задачи показана на рис. 2, б. 
Для случая свободных колебаний уравнение равновесия i-го узла имеет 

следующий вид: 

,02211 =++++= iFniniii RzrzrzrR    

где 

.(max)
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(max)(max), iSiiFi ZmFR Ω−=−=  (1) 
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Рис. 1. Циклически симметричная система: а — заданная; б — основная 

Как и в случае статического расчета, максимальное перемещение i-й 
массы при ее гармонических колебаниях с частотой ΩS представляется в виде 
ряда [15]: 
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где Ak, s — обобщенные перемещения. 
Максимальным перемещениям соответствуют максимальные инерцион-

ные силы: 
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Отсюда получаем зависимость между обобщенными инерционными си-
лами Fk и обобщенными перемещениями Ak: 

.2
kSk AmF Ω=   (4) 

Обобщенные реакции для i-й точки выражаются через обобщенные пе-

ремещения. Групповому перемещению 
n

ikAZ kki
π

= sin,  связей основной си-

стемы соответствуют групповые реакции во введенных в узлы связях [5, 17]: 

n
ikCAR kkki
π

= sin,   (5) 

и дополнительные реакции в узлах I с упругими промежуточными опорами: 
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Приняв за обобщенные неизвестные амплитудные значения групповых 
перемещений Ak, найдем значения коэффициентов при неизвестных канони-
ческих уравнений метода обобщенных перемещений [16]: 
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где а — целые числа в указанных пределах. 
Тогда 

.
22
NCnCr kkk +=   (9) 

При k = Na 

.
2
nCr kkk =

 
При фиксированных значениях k коэффициенты rkt имеют ненулевые 

значения [13] только при следующих значениях t: 
а) ,2Nakt +=  

2
0
v

a  — для верхнего треугольника матрицы коэффициентов, когда t > k, 
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va 0  — для верхнего треугольника матрицы коэффициентов, когда t > k, 

;
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На рис. 2 приведен шаблон для матрицы коэффициентов системы кано-
нических уравнений метода обобщенных сил, соответствующий выражени-
ям (7)—(9). 

 
Рис. 2. Шаблон для матрицы коэффициентов системы канонических уравнений 

метода обобщенных сил 

Анализ этого шаблона показывает, что структура его повторяет структу-
ру шаблона для статической задачи [5]. 
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Анализируя структуру матрицы коэффициентов (см. рис. 2), приходим к 
выводу, что она включает (v – 1) независимых уравнений: 

,0)( =+ k
F

kkkkk ArAr  для случаев vaNak 1,=   (10) 

и (N – 1) независимых блоков уравнения по v уравнений в каждом. Всего 
( ) ( ) 1111 −=−=−+− nNvvvN  уравнений. 

Все уравнения каждого из независимых блоков k (где k изменяется  
от 1 до (N – 1)) можно представить попарно в следующем виде: 
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Меняя значения a целочисленно от 0 до 2
v  при фиксированном b, полу-

чаем последовательно все слагаемые конкретного уравнения. Так, например, 
чтобы получить первое уравнение первого блока, нужно принять k = 1, b = 0 
и последовательно менять a целочисленно от 0 до .2

v  

Меняя в уравнениях (11) значения b целочисленно в пределах от 0 до 

2
v

, т. е. принимая b = 0,1, …, ,2
v  получаем все v уравнений блока k. 

Для наглядности структура первого блока уравнений приведена ниже: 
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Меняя значения k в пределах от 0 до (N – 1), получим все блоки незави-
симых друг от друга уравнений [17]. 
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Таким образом, каждый из независимых друг от друга блоков уравнений 
представляет собой, как это видно на примере первого блока, систему линей-
ных однородных алгебраических уравнений, для которой алгебраическая 
проблема собственных векторов и собственных значений записывается в 
стандартном виде: 

,0=λ− EC   (12а) 

где C — матрица порядка v из коэффициентов rkt, а .
2

2Ω=λ mn  

Решив (N – 1) уравнений, найдем (N – 1)v собственных значений (СЗ) и 
собственных векторов (СВ). Остальные (v – 1) собственных векторов и соб-
ственных значений находятся из решения уравнений (10) с учетом (9): 

., где , 1
2 vk
k aNak

m
C

==Ω   (13) 

Результаты расчетов собственных частот колебаний многопролетной не-
разрезной балки на упругих опорах, полученные по методу конечного эле-
мента, который для данной задачи является точным, и по методу обобщенных 
сил, полностью совпадают. 

Решения поставленной задачи строятся в обобщенных силах, получае-
мых заменой обычных сил в узловых точках дискретной регулярной системы 
групповыми силами в виде дискретных рядов, что дает возможность перехо-
да от системы уравнений к решению отдельных независимых уравнений для 
определения частот собственных колебаний.  

Таким образом, на основании вышеизложенного мы уходим от решения 
систем уравнений и приводим определение частот свободных колебаний 
многопролетной системы на упругих опорах к решению отдельных незави-
симых уравнений. 
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DYNAMICS OF CYCLIC SYSTEMS ON ELASTIC SUPPORTS  
WITH EQUIDISTANT MASSES 

A cyclic system in the form of a multi-span beam on elastic supports loaded with regularly 
spaced point masses is considered. A method is proposed for calculating the frequencies of free vibra-
tions of the structure based on the method of generalized unknowns in the form of the displacement 
method. The results of the work and the calculation methodology can be used in the calculations of 
regular and irregular systems in the form of plates and shells. 
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