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МЕТОД ОБОБЩЕННЫХ НЕИЗВЕСТНЫХ В ДИНАМИЧЕСКИХ РАСЧЕТАХ 
ЦИКЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

Рассматривается задача динамического расчета циклической конструкция в виде балки 
на жестких опорах, загруженной регулярно расположенными точечными массами, с использо-
ванием метода обобщенных сил. Замена инерционных сил в узловых точках циклических и 
бициклических конструкций обобщенными нагрузками в виде ортогональных многочленов 
представляет возможность редуцировать систему уравнений и перейти к решению независи-
мых уравнений. 

К л ю ч е в ы е  с л о в а: периодическая функция, гармонические колебания, инерцион-
ные силы, метод конечных элементов, обобщенные податливости. 

Основы метода обобщенных неизвестных [1—3] базируются на конечно-
элементном подходе [4—7] к циклическим системам, обладающим многими 
слоями симметрии [2, 8—10], с использованием идеи разложения периодиче-
ской функции на сумму простых осциллирующих функций [11—13] при рас-
чете бициклических конструкций [14—16].  

Основные идеи упрощения расчета сложных регулярных конструкций 
предложены в работах А. И. Сегаля [17], Н. С. Стрелецкого [18], И. М. Раби-
новича [19] и представляют собой сочетание идей расчленения сложных цик-
лических систем на более простые подсистемы и методологии объединения 
неизвестных, с использованием разложения периодической функции на сум-
му простых осциллирующих функций.  

Данные методики используются для составления уравнений связи с ми-
нимальным числом неизвестных, системы канонических уравнений метода 
обобщенных неизвестных и ортогонализации основных эпюр с целью упро-
щения систем канонических уравнений. 

В работе рассматривается циклическая система с двойной регулярностью 
в виде бирегулярной конструкции на жестких опорах (рис. 1), загруженной 
регулярно расположенными точечными массами (рис. 1, а). 

Использование свойств ортогональности тригонометрических функций 
дискретного аргумента [20] при гармонических колебаниях циклической сис-
темы дает возможность представить форму свободных колебаний в виде:  

, , sin( ).i s i s sY A t     (1) 

Максимальные инерционные силы при воздействии внешнего возмуще-
ния, вызывающего свободные колебания и соответствующие им формы мак-
симальных амплитуд, определяют инерционные силы FK и инерционные ре-
акции RK (рис. 1, б): 
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Рис. 1. Бирегулярная конструкция на жестких опорах:  
а — загрузка точечными массами; б — распределение сил и реакций 

Зависимость между обобщенными перемещениями и обобщенными си-
лами определяется следующим выражением: 
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За обобщенные неизвестные реакции принимаются коэффициенты RK в 
разложении  
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  K = 1, 2, …, N – 1. (4) 

За обобщенные неизвестные инерционные силы принимаются коэффи-
циенты FK в разложении (2). 

Используя результаты, полученные в работе [20], получаем коэффициен-
ты канонических уравнений метода обобщенных перемещений: 
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где ( ) ( )
, ,,p p

k y K y   — обобщенные податливости: 
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Здесь d — шаг регулярности для масс; l = vd — шаг регулярности для 
жестких опор. 

Согласно [20] и с учетом полученных выражений коэффициентов кано-
нических уравнений (2), (4), (5) получаем: 
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Физический смысл первого уравнения для точек k представляет собой 
обобщенное перемещение Δk для системы, загруженной в точках i. 

Когда t = 0 (предельный случай), то K = N и обобщенные перемещения 
равны 0:  

, , 0.Kk kKK N k N       

Следовательно, последнее уравнение первой группы системы уравне-
ний (7) принимает в данном случае следующий вид: 

.k КkF k    (8) 

Отсюда с учетом (2) получаем взаимосвязь между обобщенными силами, 
обобщенной податливостью и частотами свободных колебаний: 
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Решая уравнение (9) относительно 2
s  определяем независимые )1(   

частоты свободных колебаний: 
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где k = N;  = 1, 2,, v – 1. 
Полученные )1(   частот свободных колебаний соответствуют часто-

там свободных колебаний балки без промежуточных опор. Формы колебаний 
соответствуют формам свободных колебаний с точками, закрепленными в 
местах расположения опор. 

Вторая группа уравнений представляет собой по физическому смыслу 
обобщенное перемещение K для той же основной системы при загружении 
ее в регулярно расположенных с шагом l = vd точках I: 
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В предложенной задаче опорные точки, т. е. точки расположения масс с 
шагом L не имеют перемещений. Следовательно, соответсвующие обобщен-
ные перемещения: 
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На рисунке 2 приведен шаблон для матрицы коэффициентов системы ал-
гебраических уравнений метода обобщенных неизвестных для бирегулярной 
балки со сосредоточенными точечными массами. Из данного рисунка видно, 
что для узлов, расположенных бирегулярно, возможны преобразования, по-
зволяющие исключить уравнения, определяющие взаимосвязь между обоб-
щенными силами, обобщенной податливостью и частотами свободных коле-
баний.  

Очевидно, что структура матрицы коэффициентов системы алгебраиче-
ских уравнений метода обобщенных неизвестных позволяет построить реше-
ние в общем виде. Для каждого уравнения первой группы общей системы 
уравнений (7) получаем: 
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Рис. 2. Шаблон матрицы коэффициентов системы алгебраических уравнений  
метода обобщенных неизвестных 

В общем случае для матрицы (см. рис. 2): 
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Обобщенное перемещение для бирегулярных узлов, исходя из сформиро-
ванной матрицы коэффициентов [5, 20], представляется следующим образом: 
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При значениях  = 2k – 1 получаем независимые уравнения для случая 
N = t + K, при  — четных получаем уравнения для случая K = t. 

Подставляя в (15) значение Fk по (13) получаем (N – 1) независимых 
уравнений следующего вида: 
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При рассмотрении узлов с бирегулярной периодичностью и исходя из то-
го, что в соответствии с (12) AK = 0, из (16) после преобразования получаем: 

  2

*
1

0.
v

kK
KK

kk


  

  (17) 

Подставив в это выражение значения коэффициентов, получаем с уче-
том (15) следующее частотное уравнение: 
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Преобразуем данное уравнение к виду: 
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Решая данное уравнение относительно собственных частот 2

s для узло-
вых точек и перебирая все возможные значения K от 1 до N – t получаем все 

n(N – 1) значений собственных частот 2
s  [15, 19]. Для получения всего спек-

тра частот необходимо к этим частотам добавить (n – 1) частот. 
Решение данного уравнения можно представить в виде k-гиперболических 

функций, имеющие k – 1 разрывов (рис. 3). 
Представление частотного уравнения в виде (19) свидетельствует о том, 

что данная функция имеет при ( )
,
P

s k y    бесконечные разрывы, а в проме-

жутке между соседними точками разрывов монотонно убывает от (+∞)  
до (–∞).  

Отсюда следует, что интервал изоляции корня частотного уравнения оп-
ределяется соседними частотами несущей поверхности (см. рис. 2), а сам ко-
рень внутри интервала изоляции удобно находить при помощи комбинации 
шагового метода и метода Ньютона [5, 20]. 

В качестве примера рассматривается неразрезная шарнирно опертая по 
концам балка, для которой 9, 3, 3, 9, 1.n N l L EI      Результаты расчета 
по МКЭ и по методу обобщенных неизвестных приведены в таблице. 

Основы метода обобщенных неизвестных, базирующегося на конечно-
элементном подходе к бициклическим системам, обладающими многими 
слоями симметрии, дают результат, полностью совпадающий с результатами 
конечно-элементных методов, являющихся для данной задачи точными. 
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(см. табл.). Решение представленной задачи сводится к решению блоков от-
дельных независимых уравнений. 

 
Рис. 3. Графическое представление определения собственных частот 

 1 2 3 4 5 6 

Метод 
обобщенных 
неизвестных 

0,0257 0,0398 0,0495 0,5122 0,5865 0,7564 

Метод 
конечных 
элементов 

0,0257 0,0398 0,0495 0,5122 0,5865 0,7564 

 
По результатам работы можно сделать следующие выводы: 
1. Решение поставленной задачи по определению частот собственных 

колебаний циклических и бициклических систем, обладающих многими 
слоями симметрии, по методу обобщенных сил дает точные результаты, сов-
падающие с результатами конечно-элементного метода.  

2. Замена инерционных сил в сегментарных точках циклических и би-
циклических конструкций обобщенными нагрузками в виде ортогональных 
многочленов представляет возможность редуцировать систему уравнений и 
перейти к решению независимых уравнений. 

3. Разложения периодической функции в ряды Фурье дает возможность 
расчета пространственных конструкций со сложной симметрией. 
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Oleg V. Konovalov, Larisa M. Arzamaskova, Evgenii E. Evdokimov 

Volgograd State Technical University  

THE METHOD OF GENERALIZED UNKNOWNS IN DYNAMIC CALCULATIONS 
OF CYCLIC SYSTEMS 

The problem of dynamic calculation of a cyclic structure in the form of a beam on rigid sup-
ports loaded with regularly spaced point masses using the generalized forces method is considered. 
The replacement of inertial forces at the nodal points of cyclic and bicyclic structures with general-
ized loads in the form of orthogonal polynomials makes it possible to reduce the system of equations 
and proceed to solving independent equations. 

K e y  w o r d s: periodic function, harmonic oscillations, inertial forces, finite element method, 
generalized malleability. 
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