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Произведен анализ эффективности алгоритма расчета систем с упрочняющимися (разу-
прочняющимися) угловыми связями с помощью алгоритма, сочетающего преимущества мето-
да конечных элементов в форме классического смешанного метода и метода компенсирующих 
нагрузок. В качестве параметра оценки эффективности выбрано количество итераций, необхо-
димых для расчета систем с нелинейными связями различной жесткости с одинаковой точно-
стью. Приведен пример расчета задачи с нелинейными упруго-податливыми опорами различ-
ной жесткости, необходимый для анализа эффективности. 

К л ю ч е в ы е  с л о в а: метод конечных элементов в форме классического смешанного 
метода, нелинейные моментные связи, нелинейная работа узлов, метод компенсирующих на-
грузок. 

Задача учета податливости узловых соединений как важного фактора, 
влияющего на поведение строительных конструкций, является актуальной 
проблемой строительной механики, которая часто не учитывается в совре-
менной расчетной практике. С физической точки зрения податливость угло-
вых соединения возникает вследствие особенностей их работы, связанных со 
сложной конструкцией. Деформации, которые фактически возникают в узлах, 
как было доказано в работах [1, 2], не являются равномерными по всему се-
чению элемента, а концентрируется в зоне узла, что усугубляется наличием 
сварных швов, болтовых соединений, закладных деталей и других конструк-
тивных особенностей. Эти особенности обуславливают сложности точного 
расчета систем с учетом упруго-податливой работы узлов. В идеализирован-
ных расчетных схемах узлы часто представляют, как абсолютно жесткие или 
шарнирные. Абсолютно жесткий узел предполагает полное отсутствие угло-
вых перемещений, что в реальности невозможно. Все реальные соединения 
обладают некоторой степенью податливости. С другой стороны, шарнирное 
соединение, хотя и допускает угловые перемещения, в идеале не должно вос-
принимать изгибающих моментов, но на практике всегда присутствует неко-
торое сопротивление изгибу, связанное с податливостью элементов, обра-
зующих узел. Например, даже в случае болтового соединения некоторая по-
датливость сохраняется за счет трения между болтом и отверстием, а также за 
счет упругих деформаций самих болтов и примыкающих элементов. 

Податливость узлов приводит к перераспределению внутренних усилий в 
конструкции, изменяя напряжение в элементах и, как следствие, надежность и 
несущую способность [3, 4]. Недооценка податливости может привести к зани-
жению расчетных напряжений и к недопустимым деформациям или даже раз-
рушению конструкции. Для учета влияния податливости узлов используются 
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специальные численные методы (например, метод конечных элементов — 
МКЭ), позволяющие моделировать реальную геометрию узла и свойства мате-
риалов с высокой степенью точности. В современной расчетной практике учет 
упруго-податливой работы соединений вводится в функционал расчетных 
комплексов [5], также этому явлению посвящен ряд научных работ как теоре-
тического [6], так и прикладного характера [7, 8]. Более того, эксперименталь-
ные исследования, включающие испытания натурных образцов или физиче-
ское моделирование, являются незаменимым инструментом для верификации 
результатов расчета и уточнения параметров податливости [2]. Выбор метода 
учета податливости зависит от сложности узла, требований к точности расчета 
и доступных ресурсов. Учет податливости угловых соединений позволяет зна-
чительно уточнить расчет конструкций. Влияние податливости особенно кри-
тично при расчете высотных зданий, мостов и других ответственных конст-
рукций, где даже небольшие погрешности могут привести к непредсказуемым 
последствиям. Поэтому тщательное исследование и моделирование податливо-
сти узловых соединений является необходимым условием обеспечения безо-
пасности и надежности сооружений. 

В данной статье к задаче расчета стержневой системы с учетом упруго-
податливой работы узлов применяется разработанный авторами в [9] метод 
учета конструктивной нелинейности, сочетающий преимущества метода 
компенсирующих нагрузок [10] и МКЭ в форме классического смешанного 
метода [5, 11, 12]. 

МКЭ в форме классического смешанного метода (КСМ МКЭ) на сего-
дняшний день является активно развивающимся методом строительной ме-
ханики. Существует большое количество работ, описывающих его преиму-
щества при расчете современных задач строительной механики, таких как 
физически нелинейных задач [13, 14], контактных задач [15] и других 
[16, 17]. В рамках КСМ МКЭ уже существует развернутая номенклатура ба-
зовых конечных элементов. На рисунке 1 показан конечный элемент, исполь-
зуемый в данной работе — конечный элемент-стержень, работающий на из-
гиб. Разработке этих конечных элементов посвящены работы отечественных 
и зарубежных ученых [15, 16, 18, 19]. 

 

Рис. 1. Конечный элемент-стержень смешанного метода 
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В конечном элементе, приведенном на рис. 1, приняты следующие неиз-
вестные: 1 3 4 6, , ,q q q q     — по два неизвестных линейных перемещения в узлах 

стержневой системы; 2 5,q q   — по два неизвестных угловых перемещения в 

узлах стержневой системы; 7 8,q q   — по два неизвестных изгибающих момен-

та в узлах конечного элемента; 9q  — неизвестное продольное усилие в сере-
дине конечного элемента. 

Таким образом, можно сделать вывод, что предлагаемый в работе конеч-
ный элемент обладает такой отличительной особенностью, как введение до-
полнительного неизвестного в узлах, что роднит его с конечными элементами 
смешанного метода пластин. Как показано в наших работах, применение та-
ких конечных элементов обладает рядом отличительных особенностей, кото-
рые важны для решения нелинейных задач строительной механики. 

В [9] для данного типа конечного элемента применительно к задачам 
расчета систем, включающих упрочняющиеся упруго-податливые опоры, 
сформулирован алгоритм, использующий элементы метода компенсирующих 
нагрузок [10]. При использовании этого метода в узлах системы вводятся на-
грузки, величины которых вычисляются по формуле: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( 1) ( ),i i i i i

j RF q B q C       (1) 

где ( )iq  — линейное перемещение или угол поворота, возникающие в i-й опо-

ре, в зависимости от типа опоры; ( ) ( ),i iB C  — коэффициенты, описывающие 
жесткость опоры после преодоления перемещения, при котором происходит 
упрочнение связи. 

Для уточнения величин этих нагрузок вводится понятие критерия 
выхода из расчета, который напрямую связан с величиной невязки ме-
жду решениями на j-й и (j+1)-й итерации расчета. Величина невязки 
должна быть меньше величины огр , которая задается на момент нача-

ла расчета. Формально это условие может быть представлено в виде 
формулы: 

( 1) огрj  . (2) 

Разница невязок ( 1)j  вычисляется по формуле: 

( 1) ( )
( 1)

( 1)

100%,j j
j

j

М М
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 (3) 

где ( 1)jM   — величина компенсирующей нагрузки на (j+1)-й итера-

ции; ( )jM  — величина компенсирующей нагрузки на (j)-й итерации. 

Для анализа эффективности данного алгоритма предлагается ис-
пользовать решение приведенного для его верификации в [9, 10] при-
мера, но с учетом различных жесткостных характеристик упрочняю-
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щихся опор. Анализ произведем по количеству итераций, необходи-
мых для решения задачи с величиной огр 1 %.  . 

Рассмотрим результаты расчета балки, опертой на упрочняющиеся 
(разупрочняющиеся) упруго-податливые опоры, со следующими пара-
метрами:  

постоянная изгибная жесткость EI = 40 кН ꞏ м2;  
длина l = 2 м;  
сила, приложенная в середине пролета равная F = 8 кН.  
Расчетная схема балки представлена на рис. 2, а, расчетная конеч-

но-элементная модель этой балки для КСМ МКЭ — на рис. 2, б. 
Для описания работы нелинейно-упругих моментных связей с ра-

зупрочнением, используется следующая функция: 
( ) ( )

( ) ( )

( )
.

40 , 0 0,0125,

20 0,125,

0,0125

i i

i i

i

q

M

q





   


  
 

 (4) 

 

Рис. 2. Расчет балки, опертой на упрочняющиеся упруго-податливые опоры:  
а — расчетная схема балки, закрепленной двумя нелинейными угловыми опорами;  

б — расчетная конечно-элементная модель для КСМ МКЭ 

При этом второй участок кусочной функции для анализа эффективности 
предлагаемого алгоритма будет отличен от первого. Всего рассмотрено семь 
вариантов, результаты приведены в графическом виде на рис. 3. 

В таблице 1 приведены результаты расчета для трех характерных вари-
антов функции: отражены геометрические параметры деформированной сис-
темы, величины компенсирующих нагрузок, величины невязок. Расчет окан-
чивается при достижении величины невязок значения в 1 %.  

В таблице 2 приведены результаты расчетов с точки зрения операци-
онной эффективности в зависимости от величины жесткости упруго-
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податливых связей на втором интервале работы после упрочнения или ра-
зупрочнения. 

 

Рис. 3. Зависимость момента от перемещения при различных типах жесткости 

Т а б л и ц а  1  

№ j-й итерации dφ dM dM(j+1) δ, % 

 15φ + 0,3125 

1 1 0 0,9375 100 

2 1,46875 0,9375 0,644531 –45,45 

3 1,32266 0,644531 0,736084 12,43 

4 1,368042 0,736084 0,707474 –4,04 

5 1,353737 0,707474 0,71614 1,24 

6 1,358207 0,716414 0,17362 –0,39 

 25φ + 0,1875 

1 1 0 0,5625 100 

2 1,28125 0,5625 0,457031 –23,08 

3 1,228516 0,457031 0,476807 4,15 

4 1,238404 0,476807 0,473099 –0,78 

 35φ + 0,0625 

1 1 0 0,1875 100 

2 1,09375 0,1875 0,175781 6,67 

3 1,087891 0,175781 0,176514 0,41 
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Т а б л и ц а  2  

Типы жесткости Количество итераций δ, % 

15φ + 0,3125 6 –0,39 
20φ + 0,25 5 0,49 

25φ + 0,1875 4 –0,78 
30φ + 0,125 4 –0,22 
35φ + 0,0625 3 0,41 
45φ – 0,0625 3 0,37 
50φ – 0,125 4 0,17 

На основании изложенного, можно сделать следующие выводы: 
1. Алгоритм, сочетающий преимущества КСМ МКЭ и метода компен-

сирующих нагрузок, позволяет производить расчет систем с различными ти-
пами нелинейных упруго-податливых опор, независимо от того, является ли 
опора упрочняющейся либо разупрочняющейся, и степени изменения жест-
кости опоры вследствие ее нелинейной работы. 

2. При приближении значения жесткости опоры на втором участке к из-
начальной жесткости наблюдается резкий рост скорости схождения расчета к 
результату, удовлетворяющему критерию окончанию алгоритма. При этом 
упрочняется связь или разупрочняется не имеет значения. 

3. Выполненные расчеты показали высокую эффективность предлагае-
мого алгоритма при расчете систем с различными пропорциями жесткостей, 
что делает целесообразным разработку программных средств его реализации. 
Это и будет являться задачей дальнейших исследований авторов. 
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The efficiency of the algorithm for calculating systems with hardening (softening) angular 
bonds is analyzed using an algorithm that combines the advantages of the finite element method in the 
form of a classical mixed method and the method of compensating loads. The number of iterations 
required to calculate systems with nonlinear connections of different stiffness with the same accuracy 
is chosen as the parameter for evaluating efficiency. An example of calculating a problem with non-
linear elastic supports of various stiffness, necessary for efficiency analysis, is given. 
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