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ПРЕДЛОЖЕНИЯ ПО РЕШЕНИЮ НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ 
О ПОДЗЕМНЫХ ВЫРАБОТКАХ 

Представлены предложения по решению некоторых задач о горизонтальных подземных 
выработках. Рассматривается задача о рациональных формах поперечного сечения подземной 
выработки и отыскании напряженного состояния в ее окрестности и на ее поверхности. Пред-
лагается подход к определению максимальной глубины заложения горизонтальной подземной 
выработки, основанный на критерии устойчивости, предполагающем, что в точках поверхно-
сти горной выработок величины нормальных тангенциальных напряжений не должны превы-
шать пределов прочности вмещающей породы при растяжении и сжатии. Показано, что для 
определения осадок дневной поверхности, расположенной над выработкой, необходимо ис-
пользовать численные методы, т. к. только с их помощью можно учесть максимальное количе-
ство факторов, определяющих величины осадок. 

К л ю ч е в ы е  с л о в а: горизонтальная подземная выработка, штрек, поперечное сече-
ние выработки, рациональное сечение, максимальная глубина заложения, критерий устойчиво-
сти, численные методы, осадки дневной поверхности. 

Введение 
Возрастающие с каждым годом объемы подземного строительства и до-

бычи полезных ископаемых обуславливают повышенные требования к ми-
нимизации затрат по проходке и последующей эксплуатации подземных вы-
работок. Одной из наиболее затратных работ является крепление свода выра-
ботки для предотвращения его обрушения. Чтобы минимизировать расходы, 
связанные с проведением таких работ, в разное время предлагались различ-
ные формы потолочины выработок, обеспечивающие образование свода «ес-
тественного равновесия» [1]. 

В работе [2], например, описаны результаты экспериментальных и на-
турных исследований устойчивости подземных выработок в зависимости от 
размеров и формы их поперечного сечения. Показано, что выработки с попе-
речным сечением потолочины, подобным по форме треугольнику, боковые 
стороны которого отклонены от вертикали на угол 15...30   , имеют собст-
венную высокую устойчивость, а в случае необходимости проведения работ 
по их укреплению, требуют малых затрат.  

Теоретически это обстоятельство объясняется тем, что в окрестности по-
толочины выработки треугольного сечения происходит существенное увели-
чение прочности грунтов и горных пород поскольку в зоне, прилегающей к 
вершине треугольника образующей потолочину, вертикальные σz и горизон-
тальные σx составляющие напряжений достигают значительных величин, 
причем, σz ≈ σx (эффект всестороннего сжатия). 

Что касается натурных наблюдений, то М. М. Протодьяконов пишет, что 
выработки с формой потолочины, подобной треугольнику, «…имеют форму 
очень высокого свода...» и «...могут стоять долгие годы без ремонта» [3]. 
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В работе С. К. Килессо приводятся данные о том, что подобные штреки 
стоят без какого-либо ремонта с IV в. до н.э. [4].  

Вывод о том, что форма потолочины подобного сечения является наибо-
лее оптимальной для выработок, расположенных на больших глубинах, сде-
лан на основании натурных и расчетных данных в работе [5]. 

На рисунках 1—3 изображены своды естественного равновесия, приве-
денные в работах независимых авторов, описанные ими по результатам на-
турных и экспериментальных данных. Видно, что все своды имеют форму 
сечения, которая максимально приближена к форме треугольника. 
 

  

а б в г 

Рис. 1. Своды естественного равновесия: а — форма свода, полученного 
экспериментально; б — свод естественного равновесия в заброшенной штольне;  
в, г — своды естественного равновесия в природных грунтовых массивах [3, 6, 7] 

 
  

а б в г 

Рис. 2. Воронка-провал на восточном борту карьера ЦГОКа (а) и разрез по 
простиранию залежи (б); сечение (в) и фрагмент вывала кровли (г) восточного 

разведочно-дренажного штрека до перекрепления шахты «Комсомольская» [8, 9] 

     

                 а                                                       б                                        в 

Рис. 3. Очертания сводов естественного равновесия, полученных опытным путем 
на моделях из сыпучих материалов, с учетом явления дилатансии [2] 
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Анализ приведенных данных показывает, что в большинстве случаев в 
естественных и лабораторных условиях устойчивый свод имеет форму вытя-
нутого вверх треугольника. 

Вторая задача, возникающая параллельно задаче о рациональной форме 
горизонтальной выработки, это определение максимальной глубины заложе-
ния выработки определенного поперечного сечения и размера. 

Третья задача — определение величины осадки земной поверхности в 
зависимости от формы сечения подземной выработки. 

В настоящей статье рассматриваются понятие «рациональное сечение» 
горизонтальной подземной выработки с точки зрения ее устойчивости и ве-
личины осадки дневной поверхности и способы определения предельной 
глубины ее заложения. 

I. Рациональная форма поперечного сечения горизонтальной под-
земной выработки 

В работе [10] предложена функция комплексного переменного 

1 2 3( ) ( ),z i A B C D             (1) 
где 

,

cos sin ,

z x iy

i

 
    

  

, , , —A B C D  действительные числа, 
осуществляющая конформное отображение внутренности единичного круга 
на внешность бесконечной односвязной области, границей которой является 
простая замкнутая кривая. 

В зависимости от численных значений коэффициентов функции (1), эта 
кривая может ограничивать внешность рассматриваемой области, прини-
мающей форму криволинейных трапеции, треугольника, ромба или других 
геометрических фигур. 

Рассуждая аналогично автору [10], отделим действительную часть от 
мнимой части в выражении (1), получив при этом параметрические уравне-
ния упомянутой выше кривой в виде 

( ) ( )sin sin 2 sin3 ,

( ) ( )cos cos 2 cos3 ,

x A B C D

y A B C D

       
       

  (2) 

где 0 2 .     
Согласно [10], тангенциальные нормальные напряжения в точках, распо-

ложенных на контуре выработок, вычисляются по формуле:  

( cos cos2 )
,

cos cos2 cos3 cos4

Н F G Q

K L M N R

    
 

       
  (3) 

где 
2 2 2(1 )(9 4 )F D C A BS      ; 

2 ((1 )( 6 ) )G C B D S     ;  

(1 )( 3 ) (3 )Q A D B D A S      ;  
2 2 2 24 9K A B C D    ; 
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4 ( 3 )L C B D  ; 

2 (3 )M B D A  ; 

4N АС  ; 

1 2( ) ((1 )( ) 2(1 ) )S A D A D B A       ; 

  — объемный вес пород;   — коэффициент бокового распора; Н — глуби-
на заложения выработки. 

Автор [10] рассматривает задачу о форме сечений горных выработок при 
условии равенства нулю численных значений тангенциального нормального 
напряжения в точках, лежащих на границе выработки (кроме точек возврата). 
Положив 0   и исходя из положения о том, что не существует такого зна-
чения угла ,  при котором cos= cos 2 = 0, из соотношения (3) получим 

0, 0, 0.F G Q     (4) 

Таким образом, полученные в [10] коэффициенты отображающей функ-
ции (1), зависят только от коэффициента бокового распора  , т. е. 

( ), ( ), ( ), ( ).A A B B C C D D          (5) 

Назначая различные численные значения коэффициента бокового распо-
ра  и используя формулы (2) и (4), можно получить соответствующие этим 
значениям  формы сечений горных выработок. 

Так при величине коэффициента бокового распора 0,2   численные 
значения коэффициентов отображающей функции (1) становятся равными  

3
,

8

,
8

h
A

h
D

 

 
 

0B C  ,  

а граница внешности полуплоскости имеет форму астроиды.  
На рисунке 4 приведены формы кривых, являющихся границами отвер-

стий в плоскости, каждая из которых отвечает определенному значению ко-
эффициента бокового распора при условии, что в любой точке этой границы 
(кроме точек возврата) численные значения напряжения 0  . 

Приведенные ниже очертания границ горизонтальных выработок явля-
ются рациональными с точки зрения отсутствия напряжений   в точках 
этих границ. Однако такие формы сечения выработок являются нетехноло-
гичными с точки зрения проходки таких выработок. На практике достаточно 
часто используются выработки трапециевидного поперечного сечения, в точ-
ках границ которого возникают как отрицательные (сжимающие), так и по-
ложительные (растягивающие) напряжения   и, как следствие, могут быть 

точки с нулевыми значениями напряжения   [11]. 
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а б в 

Рис. 4. Подземные выработки со «свободными» от напряжений   контурами при: 

а —  = 1; б —  = 0,5; в —  = 0,2 [10] 

Пример 
Рассмотрим подземную горизонтальную выемку, имеющую технологич-

ную форму поперечного сечения. 
Функция 

1 2 3( ) ( 7,2911 0,314 0,7278 0,6052 )z i               (6) 

осуществляет конформное отображение внутренности единичного круга на 
трапециевидную границу внешности плоскости, изображенной на рис. 5, а. 
На оси θ существуют точки, являющиеся образами точек единичной окруж-
ности: 

0

0

1

2

3

4

min
1

min
2

0;

2 6,28;

0,55;

2,85;

3,44;

5,73;

0,95;

5,33,

 
   
 
 
 

 

 

 

  

которые при конформном отображении (6) являются границами участков пе-
ремены знаков и изменяющегося характера поведения значений тангенциаль-
ного нормального напряжения. Так, на участках 0 1 2 3 4 0, ,          , 

( 0 2 6,28    ) контура действуют растягивающие напряжения, на участках 

1 2 3 4,       контура действуют сжимающие напряжения и, следовательно, 

в точках 1 2 3 4, , ,     значения напряжения равны нулю. При 0,2   в точках 
min
1  и min

2  напряжение достигает минимального значения, равного 

5,66 H    , а максимального значения, равного 0,55 H    напряжение 

достигает в точке 0  при 3,14  , т. е. в точке контура, находящейся на оси 

ординат между точками 2  и 3 , значение напряжения достигает локального 

максимума, равного 0,29 H   (рис. 5, б). 
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   а        б     в 

Рис. 5. Горизонтальная выемка с технологичным поперечным сечением:  
а — трапециевидная внешность плоскости, отображаемой функцией (6);  

б — распределение напряжений   в точках границы выработки, как в образах точек, 

лежащих на единичном круге; в — реально существующая горизонтальная подземная 
выработка (штрек) технологичного трапециевидного поперечного сечения  

(цитируется по fairysoft.ru) 

Теперь, зная численные значения напряжений в точках контура выработ-
ки, можно рассчитывать ее на прочность (устойчивость). 

II. Определение максимальной глубины заложения горизонтальной 
выработки 

Напряжения в точках контура подземной выработки, а, значит, и ее ус-
тойчивость, при всех прочих равных условиях зависят от глубины ее заложе-
ния Hз. Чем больше глубина, тем интенсивнее поле напряжений. Следова-
тельно, под максимальной глубиной заложения можно понимать (если не 
учитывать всяческие коэффициенты запаса) такую величину Hз, увеличение 
которой на бесконечно малую величину влечет за собой потерю устойчиво-
сти выработкой, т. е. ее разрушение. 

Для определения предельной глубины заложения горизонтальной выра-
ботки нами используется условие отсутствия на контуре выработки точек, в 
которых напряжения  превосходят пределы прочности вмещающей породы 
как при растяжении, так и при сжатии [12], т. е. 

расcR R   .  (7) 

Например, определим предельную глубину заложения выработки с по-
перечным сечением в виде круга диаметром 3 м. В качестве вмещающих по-
род примем глинистый сланец с объемным весом  = 3,05 т/м3 и пределами 
прочности при сжатии и растяжении равными Rc = 40 МПа и Rрас = 1,0 МПа и 
известняк с объемным весом  = 2,5 т/м3 и соответствующими пределами 
прочности равными Rc = 80 МПа и Rрас = 5 МПа. 

Величина коэффициента бокового давления (распора) в обоих случаях 
принята равной μ = о = 0,2. 

На рисунке 6 приведены картины изолиний вертикальных z, горизон-
тальных x и касательных напряжений zx в окрестности горизонтальной вы-
работки круглого сечения, пройденной в известняке на глубине Hз = 600 м. 
Расчеты по вычислению напряжений выполнены при помощи компьютерной 
программы [13]. 
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а б в 

Рис. 6. Изолинии компонент напряжения: а — вертикальных z; б — горизонтальных x;  
в — zx в окрестности горизонтальной выработки круглого сечения,  

пройденной в известняке на глубине Hз = 600 м 

Величина напряжения  (рис. 7) выражается через компоненты напря-
жения z, x и zx с учетом перенаименования координатных осей и изменения 
их направлений известным образом [14, 15]: 

2 2sin cos 2 sin cos .x z xz             (8) 

    

 а      б 

Рис. 7. Эпюры напряжения , построенные по периметру горизонтальной выработки 
круглого сечения: а — пройденной в известняке на глубине1000 м;  

б — в глинистом сланце на глубине 800 м; участки периметра,  
на которых не выполняется правая часть неравенства (7), показаны красным цветом 

На рисунке 8 изображены картины изолиний главных нормальных на-
пряжений во вмещающей выработку породе, приведенные в работе 
В. А. Дрибана [16] и полученные с учетом того, что, по словам автора, «про-
цесс деформирования гетерогенных структур даже в случае абсолютной 
симметрии внешних воздействий (круглая выработка, симметричное нагру-
жение, однородный вмещающий массив) уже несет в себе неоднородную 
компоненту, которая заключается в способности геосреды находиться в раз-
личных фазах (состояниях)» [16].  

Не дискутируя на эту тему, отметим, что если исключить упомянутую 
выше «неоднородную компоненту» (используемая нами математическая мо-
дель предполагает вмещающий массив однородным и изотропным по всем 
направлениям), то будем иметь две симметричные зоны разрушения,  
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положение которых практически совпадает с тем, что определено нами в 
процессе численного эксперимента. 

 

  

а б 

Рис. 8. Изолинии главных нормальных напряжений вокруг круглой выработки:  
а — «за два шага до»; б — «в момент потери устойчивости» [16] 

Аналогичные результаты приводятся в работах и других авторов [17—21]. 
III. Вычисление осадок дневной поверхности 
В наших работах [22, 23] приведены результаты численного моделиро-

вания процесса оседания земной поверхности при условии, что на некоторой 
глубине отработаны горизонтальные подземные выработки квадратного и 
полуэллиптического сечения. 

Показано, что, если вмещающий массив однороден и изотропен, то вели-
чина максимального перемещения точки земной поверхности, расположен-
ной на оси симметрии выработки, зависит от величины коэффициента боко-
вого распора, глубины заложения выработки H, размеров и формы ее попе-
речного сечения. Причем, при всех прочих равных условиях, перемещение 
этой точки всегда значительно меньше, если форма поперечного сечения 
представляет собой полуэллипс. При этом мульда оседания для всех рассмот-
ренных вариантов расчета имеет седлообразную форму, что иллюстрируется 
рис. 9, где в качестве примера приведены соответствующие графические за-
висимости для случая полуэллиптической выработки. Этот результат согла-
суется с результатами натурных наблюдений и теоретических исследований 
других авторов [24—29]. 

При увеличении коэффициента бокового распора вмещающей породы μ 
и глубины заложения выработки величины вертикальных смешений точек 
дневной поверхности уменьшаются при всех прочих равных условиях. А уве-
личение геометрических размеров поперечного сечения выработки, напротив, 
во всех случаях ведет к росту соответствующих смещений.  
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а                                                               б 

  

в                                                              г 

Рис. 9. Графики оседания земной поверхности над подземной выработкой 
(полуэллипс размером 4  4 м): а — отработанной на глубине 5,2 м; б — 10,0 м;  
в — 15,2 м; г — 20 м, при различных численных значениях μ = 0,2; 0,5; 0,75; 0,99 

Ниже представлены результаты вычисления просадок дневной поверхно-
сти, когда форма поперечного сечения выработки представляет собой квадрат 
размерами 2,4  2,4 м; 4,0  4,0 м; 8,0  8,0 м, а также круг, полуэллипс, дель-
тоиду и астроиду, вписанные в квадраты соответствующих размеров (рис. 10). 
Принято, что глубина заложения выработок Н = 5,2 м; 10,0 м; 15,2 м и 20 м, а 
величина коэффициента бокового распора μ = 0,2; 0,5; 0,75; 0,99. 

       

     а    б   в    г 

Рис. 10. Формы поперечного сечения подземной выработки:  
а — круг, вписанный в квадрат; б — полуэллипс; в — дельтоида; г — астроида 

На рисунке 11 в качестве примера приведены графические интерпрета-
ции зависимостей вида δ = f(Hз), которые показывают, как изменяются вели-
чины вертикального смещения точек земной поверхности, лежащей на оси 
симметрии выработок с сечением в виде квадрата, круга, половины эллипса, 
дельтоиды и астроиды по мере увеличения глубины их заложения. 
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Качественный анализ показывает, что для выработок с любой из рас-
смотренных форм поперечного сечения, при значениях коэффициента боко-
вого распора μ ≥ 0,75 кривые вогнуты вниз, у каждой из кривых имеется ло-
кальный максимум, который соответствует глубине заложения Hз = 10 м. При 
μ = 0,99 знак кривизны меняется на противоположный, кривые становятся 
выпуклыми, за исключением оговариваемых ниже кривых, построенных для 
выработок размером 8,0  8,0 м и расположенных на глубине 20 м. 

Исключением являются кривые, соответствующие выработкам квадрат-
ного сечения размером 4 × 4 м при коэффициенте бокового распора вме-
щающей породы μ ≤ 0,75, а также с размером 8 × 8 м при всех значениях μ. 
Причем эти кривые достаточно точно аппроксимируются прямыми. 

 
а б 

 
в г 

Рис. 11. Кривые вида δ = f(Hз) для выработок с поперечным сечением  
виде квадрата (1), круга (2), половины эллипса (3), дельтоиды (4) и астроиды (5),  
при их поперечном размере 8 × 8 м и величине коэффициента бокового распора 

вмещающей породы: а — μ = 0,2; б — μ = 0,5; в — μ = 0,75; г — μ = 0,99  

На рисунке 12 приведены графические интерпретации зависимостей ви-
да δ = f(μ), построенные для выработок размером 2,4 × 2,4 м с поперечным 
сечением в виде квадрата, круга, полуэллипса, дельтоиды и астроиды, распо-
ложенных на глубине 5,2 м; 10 м; 15,2 м и 20 м. Из этого рисунка видно, что 
рассматриваемая зависимость является практически линейной. Этот вывод 
может быть отнесен и к другим рассмотренным вариантам расчета. 
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а б 

 
в г 

 
д 

Рис. 12. Кривые вида δ = f(μ) для выработок размером 2,4 ൈ 2,4 м с поперечным 
сечением в виде: а — квадрата; б — круга; в — полуэллипса; г — дельтоиды; д — астроиды, 

расположенных на глубине 5,2 м (1); 10 м (2); 15,2 м (3) и 20 м (4) 

На рисунке 13 приведены функциональные поверхности вида S = f(μ; Hз) 
для подземных выработок, имеющих форму поперечного сечения в виде 
квадрата, круга, половины эллипса, дельтоиды и астроиды, по которым мож-
но судить о влиянии величины коэффициента бокового распора и глубины 
заложения выработки на величину осадки точек, лежащих на дневной по-
верхности. Очевидно, что рассматриваемая зависимость весьма сложна: все 
изображенные поверхности имеют двойную кривизну, однако существуют 
общие закономерности: при увеличение численных значений коэффициента 
бокового распора μ и глубины заложения выработки Hз осадки дневной по-
верхности уменьшаются, а при увеличении поперечного размера выработок, 
напротив, растут. Если ранжировать формы сечений горизонтальных вырабо-
ток в порядке возрастания осадки дневной поверхности, то при всех прочих 
равных условиях получим ряд: астроида, полуэллипс, круг, квадрат и дель-
тоида. Следует отметить, что две последние формы поперечного сечения вы-
работки в некоторых случаях меняются лидерством. 
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Рис. 13. Функциональные поверхности вида S = f(μ; Hз) для подземных выработок, 
имеющих форму поперечного сечения в виде: а—в — квадрата; г—е — круга; ж—и — 
половины эллипса; к—м — дельтоиды; н—п астроиды (см. рис. 10), которые вписываются в 

эталонный квадрат со стороной 2,4 м (а, г, ж, к, н), 4 м (б, д, з, л, к) и 8 м (в, е, и, м, п) 
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Заключение 
1. Использование методов теории функций комплексного переменного 

позволяет отыскивать так называемые рациональные (определение автора 
работы [10]) формы поперечного сечения подземной выработки, которые 
свободны (кроме точек возврата) от напряжений σθ, но не все из которых яв-
ляются технологичными с точки зрения проходки. Однако использование 
МТФКП позволяет построить технологичные контуры и получить аналитиче-
ское решении задачи об определении напряжений в окрестности выработки и 
на ее поверхности. Пример такого решения приведен в статье. 

2. Для определения предельной глубины заложения выработки предло-
жен критерий устойчивости, использование которого дает результаты, каче-
ственно совпадающие с результатами, полученными сторонними исследова-
телями. 

3. Для отыскания величины оседания дневной поверхности следует ис-
пользовать численные методы, т. к. только при их применении можно учесть 
максимальное количество факторов, определяющих значения осадок. Одним 
из основных таких факторов является форма поперечного сечения выработки. 
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SUGGESTIONS FOR SOLVING SOME OF THE PROBLEMS  
OF UNDERGROUND MINING 

Proposals for solving some of the problems of horizontal underground workings are presented. 
The problem of “rational” cross-sectional shapes of an underground mine and finding the stress state 
in its vicinity and on its surface is considered. An approach to determining the maximum depth of a 
horizontal underground mine is proposed, based on the stability criterion, which assumes that at 
points on the surface of the mine workings, the values of normal tangential stresses should not exceed 
the tensile and compressive strength limits of the host rock. It is shown that to determine the precipi-
tation of the daytime surface located above the mine, it is necessary to use numerical methods, be-
cause only with their help can the maximum number of factors determining the precipitation values 
be taken into account. 
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