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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ЦИФРОВЫМИ ТЕХНОЛОГИЯМИ НАПРЯЖЕНИЙ 
В ВЕРХНЕМ ПОЯСЕ ФЕРМЫ С КАРКАСОМ УСИЛЕНИЯ И БЕЗ УСИЛЕНИЯ 

В статье рассматривается усиление железобетонной фермы внешним каркасом из швел-
лера, предложенным авторами. Поскольку верхний пояс рассчитывается как сжатый элемент, 
основное внимание уделено анализу напряжения в верхнем поясе. Расчет напряжений в ферме 
до и после усиления при симметричной нагрузке в узлах верхнего пояса проводился с исполь-
зованием метода конечных элементов с помощью программного продукта «Лира-САПР». 

К л ю ч е в ы е  с л о в а: железобетонная ферма, напряжение, усиление, «Лира-САПР», 
wxMaxima. 

Введение 
В современном мире, когда архитектура становится все более сложной и 

требования к конструкциям растут, усиление конструкций играет важную 
роль [1, 2].  

В наклонных бетонных элементах возникают главные растягивающие 
напряжения, действующие под наклоном к оси элемента под влиянием нор-
мальных и касательных напряжений [3].  

Если деформации бетона превысят предельные деформации при растя-
жении или главные напряжения в бетоне превысят предел прочности, то в 
конструкции могут возникнуть наклонные трещины [4]. При возникновении 
наклонной трещины главные растягивающие напряжения передаются на ар-
матуру, как продольную, так и поперечную [5].  

Верхний пояс обеспечивает прочность и устойчивость конструкции [6]. 
Он распределяет нагрузку от поперечных элементов (ребер) на стойки, что 
позволяет ферме выдерживать значительные нагрузки и сохранять форму. 
Верхний пояс также служит для соединения ребер и сохраняет жесткость 
всей конструкции, что важно для предотвращения деформаций и долговечно-
сти здания.  

Для уменьшения напряжений в бетонных элементах можно применить 
армирование элемента снаружи железными стержнями, что помогает усилить 
его, снизить напряжения и позволяет верхнему поясу и ферме выдерживать 
большие нагрузки, делает конструкцию более прочной [7]. 

Материалы и методы 
Расчет напряжений в ферме до и после усиления при симметричной на-

грузке в узлах верхнего пояса проводился с помощью программного продук-
та «Лира-САПР».  

В результате эксперимента получены определенные параметры систе-
мы: напряжения от приложенных нагрузок, загружение и длина, координаты 
исследуемой точки верхнего пояса. Вычисленные данные обработаны и про-
анализированы с помощью программного комплекса wxMaxima [8—10].  
Результаты математического моделирования представлены на рис. 1—4. 
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Рис. 1. Устройство для усиления приопорных частей железобетонных ферм покрытия 

 

Рис. 2. Расчетные математические модели 

 

Рис. 3. Расчетная эпюра напряжения в ферме до усиления 
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Рис. 4. Расчетная эпюра напряжения в ферме, усиленной швеллером 

Вид математической модели фермы по напряжению, в верхнем поясе: 
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Вид математической модели фермы с каркасом по напряжению, в верх-
нем поясе: 

 
2 2

, 2674,97629 379,49552 49,15403

0,00748 21,5773 , 43 8 .0 1 6

Z x y x y

xy x y

    

  
 

Поверхность функции отклика фермы по напряжению представлена на 
рис. 5. 

 

Рис. 5. Поверхность функции отклика по математической модели напряжения (кН/м2) 
в ферме по верхнему поясу, без каркаса 

Анализ поверхности функции отклика по математической модели на-
пряжения (кН/м2) по верхнему поясу фермы без каркаса позволяет констати-
ровать, что при изменении аргумента по оси Ох расстояний до сечений по 
стержням от 0,36 до 17,24 м, а также по оси Оу дополнительной нагрузки по 
узлам от 2,45 до 18,63 кН, значения напряжений, т. е. функции отклика, могут 
измениться от –1000 до –300 кН/м2. При этом поверхность отклика представ-
ляет собой достаточно равномерную выпуклую плоскость, что указывает на 
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безусловное наличие экстремальных значений в исследуемом диапазоне ар-
гументов [11, 12]. 

Поверхность функции отклика по математической модели напряжения 
(кН/м2) по верхнему поясу в ферме с каркасом представлена на рис.  6. 

 
Рис. 6. Поверхность функции отклика по математической модели напряжения (кН/м2) 

в ферме по верхнему поясу, с каркасом 

Результаты 
Анализ линий равных уровней по функции отклика по напряжению 

(кН/м2) по верхнему поясу в ферме без каркаса  
Анализ линий равных уровней по функции отклика по математической 

модели по верхнему поясу фермы без каркаса (рис. 7) позволяет констатиро-
вать, что при изменении аргумента по оси Ох расстояний до сечений по 
стержням от 0,36 до 17,24 м, а также по оси Оу дополнительной нагрузки по 
узлам от 2,45 до 18,63 кН, значения напряжений, т. е. функции отклика, по 
уточненным данным могут изменяться от –2500 до –7000 кН/м2. При этом 
явно подтвердилось предположение, что функция отклика обладает экстре-
мальными значениями в исследуемом диапазоне аргумента [13, 14].  

 

Рис. 7. Линии равных уровней по поверхности функции отклика по математической 
модели напряжения в ферме по верхнему поясу, без каркаса 
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Анализ поверхности функции отклика по математической модели на-
пряжения (кН/м2) по верхнему поясу фермы с каркасом позволяет констати-
ровать, что при изменении аргумента по оси Ох расстояний до сечений по 
стержням от 0,36 до 17,24 м, а также по оси Оу дополнительной нагрузки по 
узлам от 2,45 до 49,03 кН, значения напряжений, т. е. функции отклика, могут 
изменяться от –9е+003 до –4е+003 кН/м2. При этом поверхность отклика 
представляет собой достаточно равномерную вогнутую плоскость, что ука-
зывает на безусловное наличие экстремальных значений в исследуемом диа-
пазоне аргументов [15].  

Анализ линий равных уровней по функции отклика по напряжению 
(кН/м2) по верхнему поясу в ферме с каркасом  

Анализ линий равных уровней по функции отклика по математической 
модели напряжений по верхнему поясу фермы с каркасом (рис. 8) позволяет 
констатировать, что при изменении аргументов по оси Ох расстояний до сече-
ний по стержням от 0,36 до 17,24 м, а также по оси Оу дополнительной нагруз-
ки по узлам от 2,45 до 49,03 кН, значения напряжений, т. е. функции отклика, 
могут изменяться по уточненным данным от –3е+003 до –6,5е+003 кН/м2.  
При этом явно подтвердилось предположение, что функция отклика обладает 
экстремальными значениями в исследуемом диапазоне аргументов.  

 

Рис. 8. Линии равных уровней по поверхности функции отклика по математической 
модели по напряжению в ферме по верхнему поясу, с каркасом 

Обсуждение 
Анализ функции отклика при постоянной нагрузке в узлах фермы по 

верхнему поясу без каркаса, F1(x; 2,45), F2(x; 10,54), F3(x; 18,63) 
Анализ функции отклика по напряжению (т/м2) при постоянной нагрузке 

в узлах фермы F1(x; 2,45), F2(x; 10,54), F3(x; 18,63) позволил получить сле-
дующие упрощенные уравнения: 

  2
1 ;2,45  60,12935 1054,2098285 7820,1961792,F x x x     

  2
2 ;10,54 60,12935 1056,7543762 8938,428397447999,F x x x     

  2
3 ;18,63 60,12935 1059,2989239 10147,801021832.F x x x     
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Анализ математических моделей и функций отклика при постоянных на-
грузках в узлах фермы F1(x; 2,45), F2(x; 10,54), F3(x; 18,63) позволил зафикси-
ровать наличие экстремальных значений функций по напряжению (кН/м2) 
при любых постоянных нагрузках в узлах фермы (рис. 9). 

 

Рис. 9. Значения напряжений (кН/м2) по верхнему поясу  
в ферме без каркаса при постоянных нагрузках в узлах фермы 

При наименьшей нагрузке в узлах фермы, равной F1(x; 2,45), экстре-
мальное значение функции максимально равно 3223,79 кН/м2 при расстоянии 
до сечения 8,8 м. При сечении 0,36 м значение напряжения равно  
–7419,79 кН/м2, при расстоянии до сечения 17,24 м напряжение равно  
–7538,59 кН/м2.  

Анализ математической модели и функции отклика при средней нагрузке 
в узлах фермы, равной F2(x; 10,54), дает максимальное экстремальное значе-
ние функции, равное –4284,67 кН/м2, при расстоянии до сечения 8,8 м. При 
сечении 0,36 м значение напряжения равно –8551,95 кН/м2, при расстоянии 
до сечения 17,24 м напряжение будет так же равно –8621,84 кН/м2.  

Анализ математической модели и функции отклика при наибольших на-
грузках в узлах фермы, равных F3(x; 18,63), дает максимальное экстремаль-
ное значение функции –5493,71 кН/м2 при расстоянии до сечения 8,8 м. При 
сечении 0,36 м значение напряжения равно –9800,12 кН/м2, при расстоянии 
до сечения 17,24 м напряжение равно –9777,76 кН/м2. 

На основании представленных данных можно констатировать, что рабо-
та фермы по напряжению симметрична в диапазоне представленных нагрузок 
[16, 17]. Анализ функции отклика по напряжению (т/м2) при постоянной на-
грузке в узлах фермы F1(x; 2,45); F2(x; 25,74); F3(x; 49,03) позволил получить 
следующие упрощенные уравнения: 

  2
1 ;25,74 21,5773 379,47719 2796,2661,F x x x    

  2
2 ;25,74 21,5773 379,30298 4035,39586,F x x x    

  2
3 ;1900 21,5773 379,12878 5430,39661.F x x x  
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Анализ функции отклика при постоянной нагрузке в узлах фермы по 
верхнему поясу с каркасом F1(x; 2,45), F2(x; 25,74), F3(x; 49,03) 

Анализ математических моделей и функций отклика при постоянных на-
грузках в узлах фермы F1(x; 2,45), F2(x; 25,74), F3(x; 49,03) позволил зафикси-
ровать наличие экстремальных значений функций по напряжению (кН/м2) 
при любых постоянных нагрузках в узлах фермы (рис. 10). 

 

Рис. 10. Значения напряжений (кН/м2) по верхнему поясу  
в ферме с каркасом при постоянных нагрузках в узлах фермы 

При наименьших нагрузках в узлах фермы F1(x; 2,45) минимальное экс-
тремальное значение функции равно –4460,32 кН/м2 при расстоянии до сече-
ния 8,81 м. При сечении 0,36 м значение напряжения равно –2927,08 кН/м2, и 
при расстоянии до сечения 17,24 м напряжение будет –2913,41 кН/м2.  

Анализ математической модели и функции отклика при средних нагруз-
ках в узлах фермы F2(x; 25,74) позволяет фиксировать минимальное экстре-
мальное значение функции –5700,57 кН/м2 при расстоянии до сечения 8,82 м. 
При сечении 0,36 м значение напряжения равно –4153,67 кН/м2, при расстоя-
нии до сечения 17,23 м напряжение будет –4167,34 кН/м2.  

Анализ математической модели и функции отклика при наибольших на-
грузках в узлах фермы F3(x; 49,03) позволяет фиксировать минимальное экс-
тремальное значение функции, равное –7100,56 кН/м2 при расстоянии до се-
чения 8,83 м. При сечении 0,36 м значение напряжения равно –5539,99 кН/м2, 
при расстоянии до сечения 17,23 м напряжение равно –5553,66 кН/м2.  

Таким образом, на основании представленных данных можно констати-
ровать, что работа фермы по напряжению симметрична в диапазоне пред-
ставленных нагрузок. 

Анализ математической модели и функции отклика при постоянных рас-
стояниях до сечений по ферме F1(0,36; у), F2(8,975; у), F3(17,24; у) позволил 
получить следующие упрощенные уравнения: 
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  2
1 0,36;  0,69628 129,0660992 7128,082040959999,F у y y     

  2
2 8,975;  0,69628 126,411466 2885,67904,F у y y     

  2
3 17,24;  0,69628 123,7568328 7209,73617136.F у y y     

Анализ математической модели и функции отклика при наименьшем посто-
янном расстоянии до сечения F1(0,36; у) позволяет фиксировать практически ли-
нейную связь между аргументом и функцией, как, между прочим, и для всех дру-
гих рассмотренных сечений (рис. 11, 12). При этом в случае наименьшей нагрузки, 
равной 2,45 кН, значение напряжения равно –7470,29 кН/м2, а при наибольшей 
нагрузке, равной 18,63 кН, значение напряжения равно –9768,91 кН/м2.  

 

Рис. 11. Значения напряжений, по верхнему поясу в ферме без каркаса  
при постоянных расстояниях до сечений F1(0,36; у), F2(8,975; у), F3(17,24; у)  

В рассматриваемом случае выявилось, что практически совпадают дан-
ные по значениям аргумента и функции при наибольшем и наименьшем по-
стоянных расстояниях до сечения, равных F1(0,36; у) и F3(17,24; у), что нашло 
подтверждение в виде совпадения прямых при F1(0,36; у) и при F3(17,24; у) 
(см. рис. 11). 

Анализ математической модели и функции отклика при среднем постоян-
ном расстоянии до сечения F2(8,975; у) позволяет фиксировать также практи-
чески линейную связь между аргументом и функцией, однако в этом случае 
значения напряжений меньше в сравнении с предыдущими. Так в случае наи-
меньшей нагрузки, равной 2,45 кН, значение напряжения равно –3203,91 кН/м2, 
а при наибольшей нагрузке, равной 18,63 кН, значение напряжения составляет 
–5482,53 кН/м2. 

Анализ математической модели и функции отклика при постоянных рас-
стояниях до сечений по ферме F1(0,36; у), F2(8,975; у), F3(17,24; у) позволил 
получить следующие упрощенные уравнения: 
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  2
1 0,36; 0,14368   49,15134   2808,79826,F у у y     

  2
2 8,975; 0,14368   49,08821   4343,59075,F у у y     

  2
3 17,24; 0,14368   49,02507   2804,32573.F у у y     

 

Рис. 12. Значения напряжений по верхнему поясу (т/м2) в ферме с каркасом 
при постоянных расстояниях до сечений F1(0,36; у), F2(8,975; у), F3(17,24; у) 

Заключение 
Анализ математической модели и функции отклика при наименьшем по-

стоянном расстоянии до сечения F1(0,36; у) позволяет фиксировать практиче-
ски линейную зависимость между аргументом и функцией, как и для всех 
других рассмотренных сечений. При этом в случае наименьшей нагрузки, 
равной 2,45 кН, значение напряжения равно –2926,31 кН/м2, а при наиболь-
шей нагрузке 49,03 кН значение напряжения равно –5574,24 кН/м2.  

В рассматриваемом случае выявилось практическое совпадение значений 
аргумента и функции, наблюдающихся при наибольшем и наименьшем по-
стоянных расстояниях до сечения F1(0,36; у) и F3(17,24; у), что нашло под-
тверждение в совпадении прямых при F1(0,36; у) и при F3(17,24; у). 

Анализ математической модели и функции отклика при среднем посто-
янном расстоянии до сечения F2(8,975; у) позволяет фиксировать так же 
практически линейную связь между аргументом и функцией, однако в этом 
случае значения напряжений будут больше по сравнению с предыдущими 
случаями. В случае наименьшей нагрузки 2,45 кН значение напряжения будет 
равно –4452,94 кН/м2, а при наибольшей нагрузке 49,03 кН значение напря-
жения будет –7101,07 кН/м2. 
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COMPARATIVE ANALYSIS OF DIGITAL TECHNOLOGIES OF STRESS  
IN THE UPPER PLATE OF A TRUSS  
WITH AND WITHOUT REINFORCEMENT FRAMEWORK 

This article analyzes the strengthening of a reinforced concrete truss with an external channel 
frame proposed by the authors. Since the top chord is calculated as a compression element, the main 
attention is paid to the analysis of stress in the top chord. Stress analysis in the truss with a compari-
son of assumptions before and after amplification under symmetrical load in the nodes of the upper 
chord of the truss was carried out using digital technologies using the Lira-SAPR software product. 
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