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Исследование выполнено за счет средств программы развития ВолгГТУ  
«Приоритет 2030» в рамках научного проекта № 45/654-24. 

Развиваются идеи метода конечных элементов в форме классического смешанного мето-
да и основанных на нем алгоритмов расчета пластин. Приводится описание разработанного 
авторами программного комплекса расчета таких систем, акцентируется внимание на его пре-
имуществах перед уже существующими на сегодняшний день расчетными комплексами. Про-
изводится апробация разработанного программного комплекса с помощью задач, предлагае-
мых экспертами, как верификационных для известного программного комплекса, основанного 
на методе конечных элементов в перемещениях. 

К л ю ч е в ы е  с л о в а: строительная механика, конечный элемент, стержневая система, 
пластинка, стрежень, классический смешанный метод, шарнирное соединение, матрица откли-
ков, система разрешающих уравнений. 

Метод конечных элементов (МКЭ) является одним из наиболее распро-
страненных и универсальных численных методов решения сложных инже-
нерных задач, в том числе расчета сложных строительных конструкций. При 
этом наибольшее распространение он получил в форме метода перемещений. 

Одной из альтернатив МКЭ в перемещениях является МКЭ в смешанной 
форме. Эффективность этого метода часто упоминается учеными в области 
строительной механики различных профилей: в задачах динамики [1], зада-
чах генетической [2] и конструктивной [3] нелинейности, задачах учета упру-
го-податливых свойств основания [4]. 

В рамках научной школы, основанной заслуженным деятелем науки и 
техники Российской Федерации, РСФСР, почетным работником высшего 
профессионального образования Российской Федерации, доктором техниче-
ских наук, профессором Владимиром Александровичем Игнатьевым  
(1938—2023), развивается МКЭ в форме классического смешанного метода. 
В ряде работ представителей данной школы, возглавляемой в настоящее вре-
мя А. В. Игнатьевым, продемонстрирована эффективность этого метода для 
расчета задач различного класса [5—9]. Большой вклад в развитие МКЭ в 
форме классического смешанного метода внесли ее представители: 
С. С. Рекунов — в развитие методов расчета систем с использованием пла-
стинчатых конечных элементов [10], В. В. Габова — в расчет стержневых 
систем [11], М. И. Бочков — в решение задач нелинейной строительной ме-
ханики [12]. Немаловажно отметить, что в рамках научной школы были раз-
работаны алгоритмы понижения порядка систем линейных алгебраических 
уравнений (СЛАУ) высокого порядка [13, 14], в разработке которых принял 
участие И. С. Завьялов. 
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Кроме того, необходимо отметить и публикации других российских уче-
ных [15—17], посвященные разработке смешанной формы МКЭ. В этих 
статьях приводится алгоритм получения коэффициентов матрицы отклика 
для изгибаемого прямоугольного конечного элемента пластины. Также опи-
сан базовый алгоритм расчета тонких изгибаемых пластин на основе МКЭ в 
виде классического смешанного МКЭ.  

Таким образом, на сегодняшний день МКЭ в форме классического сме-
шанного метода является методом, продемонстрировавшим свою эффектив-
ность применительно к широкому кругу задач, однако его внедрение в реаль-
ное проектирование и верификация осложнены отсутствием реализующих 
его программных продуктов. Это обосновывает необходимость разработки 
приложения, в котором будут реализованы все разработанные приложения. 

Разработанный в рамках нашего исследования программный продукт 
реализует описанные ранее преимущества метода, предложенного нашей на-
учной школой.  

Приложение представляет собой настольную кроссплатформенную про-
грамму, предназначенную для статического анализа тонких прямоугольных 
пластин, основанного на МКЭ в форме классического смешанного метода. 
Графический интерфейс программы представлен на рис. 1. 

 

Рис. 1. Графический интерфейс СТАНТИП МКЭ КСМ 

Программа реализована на языке C++ версии 17. Для построения графи-
ческого интерфейса используется фреймворк Qt версии 5.14.2. Для решения 
систем линейных уравнений применяется библиотека линейной алгебры 
Eigen. Используемый стек технологий обеспечивает высокую производи-
тельность, удобный графический интерфейс и возможность переноса прило-
жения на различные операционные системы.  

Архитектура приложения организована по принципу разделения ответ-
ственности на несколько уровней: модель данных, вычислительное ядро, 
контроллеры и представления. В центре находится единая модель данных 
DataModel. В ней хранятся геометрические параметры пластины, размеры 
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расчетной сетки, физические свойства материала, параметры нагрузки и пол-
ный набор граничных условий. Численное ядро выделено в отдельный класс 
StatPlateSolver. В нем сосредоточен весь алгоритм расчета пластины с помо-
щью МКЭ в форме классического смешанного метода.  

Подробно с описанием алгоритмов МКЭ в форме классического сме-
шанного метода для расчета тонких пластин можно ознакомиться в рабо-
тах [5, 6, 8].  

В программе используется пластинчатый конечный элемент (рис. 2). 

 

Рис. 2. Конечный элемент — тонкая пластина, работающая на изгиб 

В общем виде конечный элемент пластинки, работающей на изгиб, обла-
дает двенадцатью степенями свободы: в каждом узле по одному неизвестно-
му перемещению zi, zj, zk, zl и по два неизвестных изгибающих момента, дей-
ствующих в перпендикулярных плоскостях M i

x, M i
y, M j

x, M j
y, M k

x, M k
y,  

M l
x, M

 l
y. 

Геометрия пластины определяется пользователем с помощью системы 
последовательных диалоговых окон, разработанных на платформе Qt. Особое 
внимание уделено системе граничных условий. В программе реализованы два 
основных режима работы с ними: набор типовых пресетов и детальное руч-
ное задание. В списке типовых пресетов представлены классические схемы 
опирания прямоугольных пластин: жесткое защемление по контуру, свобод-
ное опирание, различные комбинации защемленных и свободных кромок и 
им подобные. При этом у пользователя сохраняется возможность вручную 
скорректировать списки узлов, добавив или убрав отдельные точки. Это по-
зволяет моделировать сложные и комбинированные варианты опирания. Ин-
терфейс окна создания расчетной схемы приведен на рис. 3. 

Нагружение конструкции также задается в двух режимах. В простейшем 
случае используется равномерное распределенная нагрузка q по всей площа-
ди пластины. Пользователь вводит значение нагрузки, после чего оно пере-
водится во внутреннюю систему единиц и автоматически распределяется по 
узлам в соответствии с принятой схемой. Для более сложных случаев преду-
смотрен ручной режим. В этом режиме пользователь выбирает конкретные 
узлы на схеме и задает для каждого индивидуальное значение нагрузки.  
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Рис. 3. СТАНТИП МКЭ КСМ. Задание граничных условий 

Для наглядного анализа результатов расчета реализована система трех-
мерной визуализации. Такая визуализация облегчает понимание распределе-
ния прогибов и моментов по пластине и делает программу удобной для де-
монстраций и презентаций. Дополнительно реализована генерация изополей. 
По массивам значений прогибов и моментов строятся сглаженные цветовые 
карты с линиями равных значений. Интерфейс окна анализа результатов при-
веден на рис. 4. 

 

Рис. 4. СТАНТИП МКЭ КСМ. Анализ результатов 

С использованием предложенной программы выполнен расчет прямо-
угольной консольной пластины под действием равномерно распределенной 
нагрузки. Использованы следующие исходные данные: 

11=1м; = 0,1м;  = 0,005 м; μ μ 0,3;  = 2,1 10 Па;  =1700 Па.x ya b h E q    
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Граничные условия МКЭ в форме КСМ: во всех узлах жестко защемлен-
ной кромки (x = 0) прогиб равен нулю. Изгибающие моменты Mx исключают-
ся из глобальной системы уравнений по свободной кромке (x = l). 

При решении задачи были рассмотрены два варианта схемы. В первом 
варианте коэффициент Пуассона μ μ 0,3,x y   во втором μ μ 0,x y   т. е. 

отсутствуют поперечные деформации. Разбиение на конечно-элементную 
сетку указано в табл., также указано количество конечных элементов. Общий 
вид расчетной схемы приведен на рис. 5. В результате расчета определено 
вертикальное перемещение w свободного края пластины, а также изгибаю-
щий момент в заделке Mx. 

 

Рис. 5. Расчетная схема консольной пластины 

На рис. 6—10 приведены деформированная схема пластины, мозаики пе-
ремещений w, изгибающих моментов Mx, позволяющие выполнить сравнение 
результатов расчета тестовой задачи. 

 

Рис. 6. Деформированная схема консольной пластины 

 

Рис. 7. Мозаика перемещений w при μ μ 0,3x y   

 

Рис. 8. Мозаика изгибающих моментов Mx при μ μ 0,3x y   
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Рис. 9. Мозаика перемещений w при μ μ 0x y   

 

Рис. 10. Мозаика изгибающих моментов Mx при μ μ 0x y   

В табл. приведено сравнение результатов расчета этой пластины на ос-
нове МКЭ в форме КСМ с результатами, полученными в ПК «ЛИРА-САПР» 
и аналитическим решением. 

Сравнение численных результатов расчета на основе МКЭ в форме КСМ 
с результатами расчета в ПК «ЛИРА-САПР» и аналитическим решением 

Искомая 
величина 

АР 
Вариант 
расчета 

МКЭ 
в перемещениях 

(ПК «ЛИРА-САПР») 
МКЭ в форме КСМ 

1000 КЭ 40 КЭ 160 КЭ 1000 КЭ 
Вертикальное 
перемещение 
свободной 
кромки, мм 

–97,3 

1-й –95,9 –95,69 –95,83 –95,84 

2-й –97,2 –90,40 –97,16 –97,15 

Изгибающий 
момент в задел-
ке, (т ‧ м)/м 

–0,085 
1-й –0,0957 –0,0972 –0,1004 –0,1007 

2-й –0,0842 –0,085 –0,085 –0,085 

Примечание: АР — аналитическое решение (S. Timoshenko. Résistance des matériaux. T. 1. 
Paris : Librairie Polytechnique Ch. Béranger, 1949). 

На основании изложенного выше можно сделать следующие выводы: 
1. В ходе исследования, основанного на МКЭ в форме смешанной фор-

мулировки (КСМ), была впервые решена ключевая задача расчета прямо-
угольной консольной пластины под действием равномерно распределенной 
нагрузки. Сравнение результатов, полученных с помощью смешанного мето-
да, с известным аналитическим решением и данными, полученными в про-
грамме «ЛИРА-САПР», продемонстрировало высокую сходимость и точ-
ность численных результатов, что подтверждает корректность математиче-
ской модели метода для данного класса задач. 

2. В результате разработки программного обеспечения была создана сис-
тема, которая сочетает строгую математическую основу смешанной форму-
лировки МКЭ для пластин с современным и удобным интерфейсом, реализо-
ванным на базе C++ 17 и Qt 5.14.2, а также эффективным вычислительным 
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ядром, использующим библиотеку Eigen. Такая структура делает приложение 
пригодным для учебных, исследовательских и крупных инженерных расчетов 
тонких прямоугольных пластин. В дальнейшем планируется провести вери-
фикацию программы для определения пригодности результатов для реально-
го проектирования. 
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In the article, the authors develop the ideas of the finite element method in the form of a classi-
cal mixed method and algorithms for calculating plates based on it. The description of the software 
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package developed by the authors for calculating such systems is given, and attention is focused on its 
advantages over the existing calculation complexes. The proposed software package is being tested 
using tasks proposed by experts as verification tasks for a well-known software package based on the 
finite element method in displacements. 
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