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Лекции 1–3 
1. Матрицы и определители 
 

1.1 Основные сведения о матрицах 
 

Понятие матрицы и основанный на нем раздел математики — матрич-
ная алгебра — имеют чрезвычайно важное значение для экономистов, так как 
значительная часть математических моделей экономических объектов и про-
цессов описывается в матричной форме. 

 Матрицей размера m×n называется прямоугольная таблица чисел, со-
стоящая из m строк и   n столбцов. Числа, составляющие матрицу, называют-
ся элементами матрицы. 

Матрицы принято обозначать прописными буквами латинского алфа-
вита, а элементы матрицы обозначают строчными буквами с двумя индекса-
ми, первый из которых указывает номер строки, а второй — номер столбца. 
Например, 























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

    (1.1) 

или  в сокращенной записи    ijаА , i = 1,…, m;  j = 1,…, n. Наряду с круг-
лыми скобками для обозначения матриц  можно  использовать следующие 
символы:  ,  . 

Две матрицы А и В одного размера  называются равными, если у них рав-
ны элементы, стоящие на одних и тех же местах, т.е. aij = bij  для любых 

mi ,1 ; nj ,1 . 
Матрица, состоящая из одной строки, называется матрицей – строкой, 

а из одного столбца — матрицей – столбцом. 

 nаааА 11211 ...  —матрица – строка, 























1

12

11

...

mb

b

b

В  — матрица – столбец. 

Если число строк  матрицы равно числу столбцов и равно числу n, то 
матрица называется квадратной  n–го порядка. 

Элементы матрицы, у которых номер строки равен номеру столбца, на-
зываются диагональными и образуют главную диагональ матрицы. Для квад-
ратной матрицы главную диагональ образуют элементы а11, а22, …, ann. 

Квадратная матрица, у которой все элементы равны нулю, кроме эле-
ментов, стоящих на главной диагонали, называется диагональной, а если в 
диагональной матрице все диагональные элементы равны 1, то матрица на-
зывается единичной и обозначается буквой Е. 
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

















400

030

002

А  — диагональная матрица третьего порядка. 

 


















100

010

001

Е — единичная матрица третьего порядка. 

 Квадратная матрица называется симметричной, если  jiij aa    для лю-
бых i и j. 























481

823

132

А  — симметричная матрица. 

Если все элементы матрицы равны нулю, то матрица называется нуле-
вой или нуль матрицей. 

Квадратная матрица называется треугольной, если все элементы, рас-
положенные выше (ниже) главной диагонали, равны нулю. 


























2000

4100

2120

0142

А — треугольная матрица. 

 

1.2 Действия над матрицами 
 

Над матрицами, как и над числами, можно производить ряд операций. 
  1.Умножение матрицы на число.  Для того чтобы умножить матрицу на 
число, необходимо каждый элемент матрицы умножить на это число. 

Пример 1.1.  Пусть 


















2011

752

123

А  . Найдите 3А.  

Решение. 


















6033

21156

369

3А . 

Следствия. 1) Общий множитель всех элементов матрицы можно вы-
носить за знак матрицы. 



















1087

431
3

302421

1293
. 

2) Произведение матрицы на число нуль есть нулевая матрица. 
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2. Сложение и вычитание матриц.  Суммой (разностью) двух матриц А 
и В одинакового размера называется матрица ВАС   того же размера, 
элементы которой определяются равенством  ijijij bac  , mi ,1 ; nj ,1 . 

Пример 1.2.    









41

32
A  и  










42

23
B . Найдите сумму матриц. 

Решение. 









83

55
BA  . 

В частности,  А + 0 = А, где 0 — нулевая матрица. 
3. Умножение матриц.  Умножение матрицы А на матрицу В определено, 

когда число столбцов первой матрицы равно числу строк второй матрицы. 
Произведением матриц А размера m×n на матрицу B размера n×p  называется 
матрица C размера m×p, каждый элемент которой равен сумме произведений 
элементов i–ой строки матрицы А на соответствующие элементы k–го столб-
ца матрицы В: nkinkikiik bababac  ...2211 , где mi ,1 ; pk ,1 . 

 Получение элемента ikc  схематично можно изобразить так: 

 
Если матрицы А и В квадратные одного размера, то произведение АВ и 

ВА всегда существуют. Легко убедиться, что АЕ = ЕА = А, где А — квадрат-
ная матрица, Е — единичная матрица того же размера. 

Пример 1.3.  









401

032
А   и 



















20

41

01

В  . Найдите произведение  АВ. 

Решение. 






















81

125

244001041011

204302001312
ВАС  . 

Многие свойства, присущие операциям над числами, справедливы и 
для операций над матрицами. 

1) А + В = В + А ;   5) (А + В)С = АС + ВС; 
2) (А + В) + С =А + (В + С);  6) β(АВ) = (βА)В =А(βВ); 
3) β(А + В) = βА + βВ;   7) А(ВС) = (АВ)С. 
4) А(В + С) = АВ + АС; 

Операция умножения матриц имеет некоторые отличия от умножения 
чисел: 

2) если произведение матриц АВ существует, то произведение ВА мо-
жет не существовать; 

2) если же произведения АВ и ВА существуют, то АВ ≠ ВА. 
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Рассмотрим пример 1.3 и найдем 


















802

1636

032

ВА ,  т.е. АВ ≠ ВА и, следо-

вательно, коммутативный закон не выполняется.  

Пример 1.4.  Даны матрицы  


















0

2

1

Х    и  









401

032
А  . Найдите 

произведения АХ и ХА. 

Решение. 






















1

8

042011

002312
АХ  ,  произведение ХА не сущест-

вует. 
 4. Возведение в степень. Целой положительной степенью Аm (m > 1) 

квадратной матрицы  А называется произведение m матриц, равных А: 

раз
...

m

m AAAA  . 

Следствия. 1) А0 = Е;   2) А1 = А;   3)  kmkm AAA  ;  4) (Am)k = Amk. 
Операция возведения в степень определена только для квадратных 

матриц. 
5. Транспонирование матрицы. Матрица АТ, в которой строки и столбцы 

поменяли местами с сохранением порядка, называется транспонированной 
матрицей к матрице А. 























mnmm

n

n

aaa

aaa

ааа

А

...

............

...

...

21

22221

11211

  






















mnnn

m

m

Т

aaa

aaa

ааа

А

...

............

...

...

21

22212

12111

 

 
Если исходная матрица  А имеет размер  m×n, то транспонированная к 

ней матрица имеет размер  n×m. 
Свойства операции транспонирования: 
1) (АТ)Т = А;     3) (А + В)Т = АТ + ВТ; 
2) (αА)Т = αАТ;    4)   TTT

ABBA  . 
 

1.3 Определители квадратных матриц 
 

Пусть  









2221

1211

аа

аа
А  — квадратная матрица 2-го порядка. 

Определителем квадратной матрицы 2-го порядка, или определителем 
2-го порядка, называется число, которое определяется по формуле: 

.21122211
2221

1211
2 аааа

аа

аа
А   
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Вычисление определителей 2-го порядка иллюстрируется схемой: 

 
Определителем квадратной матрицы 3-го порядка, или определителем 

3-го порядка, называется число, которое определяется по формуле: 

 312312133221332211

333231

232221

131211

3 ааааааааа

ааа

ааа

ааа

А  

.233211332112312213 ааааааааа   
 При вычислении определителя 3-го порядка удобно пользоваться пра-
вилом треугольников (или Саррюса), которое символически записывается 
так: 

 
В первом определителе основания равнобедренных треугольников па-

раллельны главной диагонали, а во втором параллельны побочной диагонали. 

Пример 1.5.  Вычислите определитель  
456

531

423

. 

Решение.  



456

531

423

.39421355436652451433   

Пусть дана квадратная матрица А n–го порядка. 
Минором ijМ  элемента ija  матрицы  n-го  порядка называется опреде-

литель  (n – 1)-го  порядка, полученный из матрицы А вычеркиванием  i-ой  
строки и  j-го  столбца. 

Пример 1.6. Найдите миноры М13 и М22  матрицы 


















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A .  

Решение.  

31223221
3231

2221
13 aaaa

aa

aa
M  ; 31133311

3331

1311
22 aaaa

aa

aa
M  . 

Каждая матрица n-го порядка имеет  n2  миноров (n – 1)-го порядка. 
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Алгебраическим дополнением  Aij элемента aij матрицы  n-го порядка на-
зывается его минор, взятый со знаком  (–1)i + j, т.е. 

ij
ji

ij MA  )1( . 
Алгебраическое дополнение совпадает с минором, когда сумма номе-

ров строки и столбца (i + j) — четное число и отличается от минора знаком, 
когда (i + j) — нечетное число. 

Важное значение  для вычисления определителя имеет следующая тео-
рема. 

Теорема 1.1. (теорема Лапласа). Определитель квадратной матрицы n-
го порядка равен сумме произведений элементов любой строки (столбца) на 
их алгебраические дополнения. 

ininiiii AaAaAa  ...2211  — разложение определителя по элемен-
там i-ой  строки. 

njnjjjjj AaAaAa  ...2211  — разложение определителя по эле-
ментам  j-го  столбца. 

Для разложения  определителя выбирают ту строку или столбец, где 
есть нулевые элементы, так как соответствующие им слагаемые в разложе-
нии будут равны нулю. 

Пример 1.7.  Вычислите определитель треугольной матрицы  

2000

4100

2120

0142




 . 

 
Решение. Разложим определитель по элементам первого столбца: 

  8)2(4
20

41
)2(2

200

410

212

12
11









 . 

Определитель треугольной матрицы (очевидно, что и диагональной) 
равен произведению элементов главной диагонали. 

 

1.4 Свойства определителей 
 

1) Если, какая-либо строка (столбец) определителя состоит из одних 
нулей, то определитель равен нулю. 

2) Общий множитель элементов строки (столбца) можно выносить за 
знак определителя. 

3) При транспонировании матрицы величина еѐ определителя не изме-
няется: 

ТАА  . 
4) При перестановке двух строк (столбцов) местами, знак определителя 

меняется на противоположный. 
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5) Если в определителе — две одинаковые строки (столбца), то он ра-
вен нулю. 

6) Сумма произведений элементов какой-либо строки (столбца) опреде-
лителя на алгебраические дополнения элементов другой строки (столбца) 

равна нулю 



n

k
jkik Aa

1
0    для всех i ≠ j. 

7) Величина определителя не изменится, если к элементам какой-либо 
строки (столбца) прибавить элементы другой строки (столбца), умноженные 
на одно и то же число. 

8) Определитель произведения двух квадратных матриц равен произве-
дению их определителей BABA  . 

Перечисленные свойства позволяют существенно упростить вычисле-
ние определителей, особенно определителей высоких порядков. 

Пример 1.8.  Вычислите определитель четвертого порядка. 

5124

3532

1443

2564









 . 

Решение. Используя свойство 7, в последнем столбце получим три ну-
ля. Для чего  вторую строку сначала умножим на (–2) и прибавим к первой, 
затем еѐ же умножим на (–3) и прибавим к третьей, и умножим на (–5) и при-
бавим к четвертой. 

.343

191811

797

13142

)1(1

0191811

0797

1443

013142

5124

3532

1443

2564

42 



























   

 

1.5 Обратная матрица 
 

 Матрица А–1 называется обратной матрицей по отношению к квадрат-
ной матрице А, если при умножении этой матрицы на данную как справа, так 
и слева, получается единичная матрица того же порядка. 

.11 ЕАААА    
Если определитель матрицы отличен от нуля, то квадратная матрица 

называется невырожденной или неособенной, в противном случае матрица 
называется вырожденной или особенной. 

Теорема 1.2. (необходимое и достаточное условие существования об-
ратной матрицы).  

Обратная матрица существует и притом единственная тогда и только 
тогда, когда исходная матрица невырожденная. 
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Алгоритм вычисления обратной матрицы 
1) Вычисляем определитель исходной матрицы. Если он равен нулю, то об-
ратная матрица не существует, если же отличен от нуля, то обратная матрица 
существует. 
2) Находим транспонированную матрицу к исходной матрице. 
3) Вычисляем алгебраические дополнения для всех элементов транспониро-
ванной матрицы и составляем из них матрицу, которую будем называть при-
соединенной матрицей и обозначать  А~ . 

4) Вычисляем обратную матрицу по формуле А
А

А
~11  . 

5) Проверяем правильность вычисления обратной матрицы по формуле:  
.11 ЕАААА    

 Пример 1.9.  Найдите обратную матрицу к матрице 














 



211

112

111

А  . 

 Решение. 1) Вычислим определитель матрицы: 

523
12

13

120

130

111

211

112

111












А . 

2) Найдем транспонированную матрицу  


















211

111

121
ТА  . 

3) Вычислим алгебраические дополнения всех элементов транспониро-
ванной матрицы и составим присоединенную матрицу: 

1
21

11
11 А ,    3

21

11
12 


А ,    2

11

11
13 


А , 

3
21

12
21 А ,    1

21

11
22 А ,    1

11

21
23 А , 

1
11

12
31 А ,    2

11

11
32 


А ,    3

11

21
33 


А , 

 

























321

113

231
~
А . 

4) Найдем обратную матрицу: 
















































6,04,02,0

2,02,06,0

4,06,02,0

321

113

231

5

11А . 
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5) Сделаем проверку: 
































 


























100

010

001

211

112

111

6,04,02,0

2,02,06,0

4,06,02,0
1 АА . 

Аналогично, находим, что ЕАА  1 . 
 

1.6 Ранг матрицы 
 

Рангом матрицы А называется наивысший порядок отличных от нуля 
миноров этой матрицы. Минор, порядок которого определяет ранг матрицы, 
называется базисным. 

Ранг матрицы принято обозначать: rang A или r(A). 
Из определения ранга следует: 

1) если матрица А размера m×n, то  rang A≤ min(m, n); 
2) rang A = 0 тогда и только тогда, когда А — нуль матрица; 
3) если А — квадратная матрица n–го порядка, то rang A = n тогда и только 
тогда, когда А — невырожденная матрица. 

Пример 1.10.  Вычислите ранг матрицы  




















3012

1023

4031

А . 

Решение. В нашем случае rang A ≤ min(3, 4) = 3. Легко убедиться, что 
все миноры третьего порядка равны нулю, которые получаются вычеркива-
нием одного из столбцов. 

      0

301

102

403





,   0

302

103

401





,   0

312

123

431





,   0

012

023

031





. 

 

Так как все миноры третьего порядка равны нулю, то rang A≤ 2. Вы-

числим миноры 2-го порядка: 0792
23

31
 . 

 Если есть хотя бы один минор второго порядка, отличный от нуля, то 
rang A = 2. 
 Ранг матрицы удобно вычислять, используя элементарные преобразо-
вания матрицы. 

Элементарные преобразования матрицы 
1) Отбрасывание нулевой строки (столбца). 
2) Умножение всех элементов строки (столбца) на число, не равное нулю. 
3) Изменение порядка строк (столбцов). 
4) Прибавление к элементам одной строки (столбца) соответствующих эле-
ментов другой строки (столбца), умноженных на любое число. 
5) Транспонирование матрицы. 
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 Теорема 1.3. Элементарные преобразования матрицы не изменяют еѐ 
ранга. 
 

2. Системы линейных уравнений 
 

2.1 Основные понятия и определения 
 

Пусть дана система линейных  m  уравнений с  n  неизвестными: 

  



















,...

...........................................

,...

,...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaха

bxaxaха

bxaxaха

    (2.1) 

где числа aij  называются  коэффициентами при неизвестных, а  bi — свобод-
ными членами, mi ,1 ,  nj ,1 . 

Решением системы (2.1) называется такая совокупность n чисел: с1, 
с2,…сn, при подстановке которых каждое уравнение системы обращается в 
верное равенство или тождество. 

 Если система (2.1) имеет хотя бы одно решение, то она называется 
совместной, в противном случае, т.е. когда не имеет ни одного решения, она 
называется несовместной. 

Совместная система называется определенной, если она имеет единст-
венное решение, и, неопределенной, если она имеет более одного решения. 

Две системы уравнений называются равносильными, или эквивалент-
ными, если они имеют одно и тоже множество решений. 

Систему (2.1) можно записывать в матричной форме. Для этого вве-
дем в рассмотрение следующие матрицы: 























mnmm

n

n

aaa

aaa

ааа

А

...

............

...

...

21

22221

11211

— матрица из коэффициентов при неизвестных или 

матрица системы. 























nx

x

x

X
...

2

1

  и   























mb

b

b

B
...

2

1

 — матрицы-столбцы неизвестных и правых частей 

системы.  
Тогда система (2.1) примет вид  

BXA  .     (2.2) 
Расширенной матрицей А  системы  называется матрица системы А, до-

полненная столбцом свободных членов: 
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





















mmnmm

n

n

baaа

baaа

baaа

А

...

...............

...

...

21

222221

111211

. 

 

 2.2 Метод обратной матрицы и формулы Крамера 
 

Пусть в системе (2.1)  m = n, т.е. число уравнений системы совпадает с 
числом неизвестных. Тогда матрица системы А — квадратная, а еѐ определи-
тель называют определителем системы. 

Метод обратной матрицы. Предположим, что матрица системы А 
невырожденная, т.е. еѐ определитель отличен от нуля. Тогда у неѐ существу-
ет обратная матрица 1А . Умножим обе части равенства (2.2) на  1А  слева: 

BAХАА   11 , но так как  EAA 1   и XXE   , тогда реше-
ние системы примет вид   

    BAX  1 .    (2.3) 
 

Теорема 2.1. (формулы Крамера). Пусть  — определитель матрицы 
системы А, а j — определитель матрицы, получаемый из определителя  за-
меной j-го столбца столбцом свободных членов. Тогда, если  ≠ 0, то система 
имеет единственное решение, определяемое формулами: 






j
jx .       (2.4) 

 

Пример 2.1.  Найдите решение системы методом обратной матрицы и 

по формулам Крамера:  














.13

,7

,02

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

Решение. 1) Найдем решение системы методом обратной матрицы. 
Вычислим определитель системы и алгебраические дополнения для всех 
элементов транспонированной матрицы системы. 

2

113

111

112







 ;     


















111

111

312
ТА ; 

А11 = 2, А12 = 0, А13 = –2, 
А21 = 2, А22 = –1, А23 = –1, 
А31 = –4, А32 = –1, А33 = 3. 

























314

112

202

2

11А ;    
























































 

2

4

1

1

7

0

314

112

202

2

11 BAX . 
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Т.о.  х1 = 1,   х2 = 4,   х3 = 2. Легко убедиться, что решение найдено вер-
но, для этого полученные значения неизвестных необходимо подставить в 
левые части уравнений исходной системы. 

2) Найдем решение системы по формулам Крамера. 

2

111

117

110

1 





 ;   8

113

171

102

2  ;  4

113

711

012

3 





 ; 

 

1
2

21
1 









х ,   4

2

82
2 









х ,   .2

2

43
3 









х  

 
2.3 Метод Жордана-Гаусса 

 

Рассмотрим систему  n  уравнений  с  n  неизвестными: 



















....

...........................................

,...

,...

2211

22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

bxaxaха

bxaxaха

bxaxaха

    (2.5) 

Метод Жордана-Гаусса заключается в том, что с помощью элементар-
ных преобразований система уравнений (2.5) приводится к равносильной 
системе вида: 

   



















,

..........

,

,

22

11

nn cх

сх

сх

       (2.6) 

если определитель матрицы системы отличен от нуля. Для преобразования 
системы (2.5) к виду (2.6) необходимо проделать  n  шагов. 
1-ый шаг. Предположим, что 011 а . Тогда будем называть коэффициент а11 
— ведущим элементом этого шага. Если  а11 = 0, то поменяем местами первое 
и  i–ое уравнения, где  01 iа . Разделим первое уравнение на ведущий эле-
мент а11 и получим новое уравнение: 

11

1

11

1
2

11

12
1 ...

a

b
x

a

a
x

a

a
x n

n      или 

)1()1(
12

)1(
121 ... nnn bxaxax  , где  

11

1)1(
1

a

a
a i
i  ,      

11

1)1(
1

a

b
b  ,  ni ,1 . 

 Умножая, полученное уравнение последовательно на а21 и вычитая из 
2-го уравнения системы (2.5), на а31 и вычитая из 3-го уравнения и т.д., на аn1  
и вычитая из n-го уравнения, исключим неизвестное  х1  из всех уравнений 
системы кроме 1-го. Система примет вид: 
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

















,...

.....................................

,...

,...

)1()1(
2

)1(
2

)1(
2

)1(
22

)1(
22

)1(
1

)1(
12

)1(
121

nnnnn

nn

nn

bxаха

bxаха

bxахах

 

 1
)1(

1
)1(

ijijij aaaa  ;    1
)1()1(
jjjj abbb  ;   nji ,2,  . 

2-ой шаг. Рассмотрим 2-ое уравнение последней системы и предположим, 
что 0

)1(
22 a . Тогда  )1(

22a — ведущий элемент 2-го шага. Разделим 2-ое уравне-

ние на )1(
22a , а затем умножая полученное уравнение последовательно на )1(

12a , 
)1(

32a , …, )1(
2na  и вычитая его из 1-го, 3-го  и т.д. из n-го уравнения, получим 

систему в которой исключено неизвестное  х2  из всех уравнений, кроме 2-го. 























)2()2(
3

)2(
3

)2(
3

)2(
33

)2(
33

)2(
2

)2(
23

)2(
232

)2(
1

)2(
13

)2(
131

.....

......................................

.....

.....

.....

nnnnn

nn

nn

nn

bxaxa

bxaxa

bxaxax

bxaxax

 

 
)1(

2
)2(

2
)1()2(

ijijij aaaa  ,     )1(
2

)2()1()2(
jjjj abbb  ,  i = 1, 3, 4,…, n,  j = 2, 3,…, n. 

 На третьем шаге исключим неизвестное  х3  из всех уравнений системы, 
кроме 3-го и т.д. После  n-го  шага система уравнений примет вид (2.6), т.е. 
будет получено решение системы. 
 Замечание. Если на i- ом шаге окажется, что  0

)1(


i
iia  и все нижеле-

жащие уравнения имеют коэффициенты тоже равные нулю, т.е. 
0...

)1()1(
2

)1(
1 







i
ni

i
ii

i
ii aaa , то это говорит о том, что определитель системы 

равен нулю, т.е. система или несовместна или неопределенна. Если же полу-
чится уравнение вида  in bxxx  0...00 21 , то система несовместна. 

Пример 2.2.  Решите систему уравнений примера 2.1 методом Жорда-
на-Гаусса. 
 Решение. Метод Жордана-Гаусса удобнее всего оформлять в виде рас-
ширенной матрицы, выполняя все элементарные преобразования над еѐ стро-
ками. Поменяем местами 1-ое и 2-ое уравнения. 





















1113

0112

7111

    




















20240

14130

7111

    

  
















 3/43/200

3/143/110

3/73/201

    
















2100

4010

1001

. 
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 Полученная матрица соответствует системе 














.2

,4

,1

3

2

1

х

х

х

 

 Исчерпывающий ответ на вопрос о совместности системы дает теорема 
Кронекера-Капелли. 

Теорема 2.2. (теорема Кронекера-Капелли).  Система  m  линейных 
уравнений с  n  неизвестными совместна тогда и только тогда, когда ранг 
матрицы системы равен рангу расширенной матрицы. Причем, если ранг 
матрицы системы равен числу неизвестных (r = n), то система имеет единст-
венное решение, а если ранг матрицы системы меньше числа неизвестных  
(r < n), то система имеет бесконечно много решений.  

Пример 2.3.  Дана система линейных уравнений   















.123

,6322

,52

4321

4321

4321

хххх

хххх

хххх

 

Выясните, имеет ли она решение и если да, то найдите его. 
Решение. Преобразуем расширенную матрицу системы по методу 

Жордана-Гаусса, поставив второе уравнение на первое место. 























12113

51112

63221

  






















177550

177550

63221

  




















00000

177550

63221

 

 

r(A) = r( А ) = 2, где А— расширенная матрица системы,  n = 4, так как  
r < n, то система неопределенна. Найдем еѐ решение. От расширенной мат-
рицы перейдем к системе уравнений:  









.17755

,6322

432

4321

ххх

хххх
 

  Разность n – r = 2, это означает, что две неизвестные должны быть 
свободными, а две другие базисными, т.е. они должны выражаться через сво-
бодные неизвестные. 

В качестве свободных неизвестных выберем х3 и х4, тогда неизвестные 
х1 и х2  будут базисными. Выразим из второго уравнения х2 и подставим его 
значение в первое уравнение. Получим множество решений исходной систе-
мы: 




















.,

,
5

7

5

17

,
5

1

5

4

2413

432

41

схсх

ххх

хх

 

Неизвестные х3 и х4 могут принимать любые значения. 
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2.4 Системы линейных однородных уравнений 
 

 Система  m  линейных уравнений с  n  неизвестными называется одно-
родной, если все свободные члены равны нулю. 

Такая система имеет вид: 



















.0...

...........................................

,0...

,0...

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaха

xaxaха

xaxaха

   (2.7) 

 

Система линейных однородных уравнений всегда совместна, так как 
она всегда имеет нулевое решение, или тривиальное решение (0, 0, …, 0).  

Теорема 2.3. Для того чтобы система однородных уравнений имела не-
нулевые решения, необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы системы 
был меньше числа неизвестных, r < n. 

Теорема 2.4. Для того чтобы однородная система  n  линейных уравне-
ний с  n  неизвестными имела ненулевые решения, необходимо и достаточно, 
чтобы еѐ определитель равнялся нулю,  = 0. 

Пример 2.4.  Решите систему уравнений:  








.0532

,042

321

321

ххх

ххх
 

Решение. Матрица системы имеет вид:  













532

421
А . Ранг матрицы 

rA = 2, а число неизвестных n = 3. Так как  r < n, следовательно, система име-
ет ненулевые решения. Найдем разность n – r = 1. Это означает, что одна не-
известная может быть свободной, а две другие должны выражаться через неѐ, 
т.е. быть базисными. Перенесем неизвестную х3 в правую часть системы и 
решим полученную систему по формулам Крамера. 









,532

,42

321

321

ххх

ххх
 

1
32

21





 ,   3

3

3
1 2

35

24
х

х

х





 ,   ,3

52

41
3

3

3
2 х

х

х





  









,3

,2

32

31

хх

хх
         где   х3 = с — любое. 

Решения системы линейных однородных уравнений обладают следую-
щими свойствами: 

1) Если строка е1 = (с1, с2,…, сn) — решение системы (2.7), то и строка  
kе1 = (kс1, kс2,…, kсn) – так же решение этой системы. 
 2) Если строки е1 = (с1, с2,…, сn) и е2 = (b1, b2,…, bn) — решения систе-
мы (2.7), то для любых  k1  и  k2  их линейная комбинация 

 nn bkckbkckbkckekek 21222112112211 ...,,,   так же решение этой 
системы.  
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Эти свойства легко доказываются непосредственной подстановкой в 
систему. 

Решения е1, е2, …, еk системы (2.7) называются линейно зависимыми, 
если существуют такие числа β1, β2, …, βk, не равные одновременно нулю, 
что линейная комбинация решений системы равна нулевой строке: 

β1 е1 + β2 е2 +…+ βk еk = 0, где  0 = (0, 0,…, 0)  (2.8) 
Если же линейная комбинация решений (2.8) равна нулю тогда и толь-

ко тогда, когда все коэффициенты  βi  равны нулю, т.е. β1 = β2 = …= βk = 0, то 
решения е1, е2, …, еk называются линейно независимыми. 

Замечание. Линейная зависимость решений означает, что хотя бы одно 
решение системы является линейной комбинацией остальных решений. 

Система линейно независимых решений е1, е2, …, еk называется фунда-
ментальной, если каждое решение системы (2.7) является линейной комби-
нацией решений е1, е2, …, еk. 

Теорема 2.5. Если ранг  rA  матрицы системы линейных однородных 
уравнений (2.7) меньше числа неизвестных n, то всякая фундаментальная 
система решений системы (2.7) состоит из (n – r) решений. 

Таким образом, общее решение системы (2.7) можно записать в виде:  
β1 е1 + β2 е2 +…+ βk еk, 

где е1, е2, …, еk — фундаментальная система решений; β1, β2, …, βk — произ-
вольные числа, а   k = n – r. 

Построение фундаментальной системы решений 
1) Найти общее решение однородной системы. 
2) Взять систему k = n – r линейно независимых векторов е1 = (1, 0,…, 0),  
е2 = (0, 1, 0,…,0),…, еk = (0, 0,…,0, 1). 
3) Подставить в общее решение вместо свободных неизвестных координаты 
вектора е1 и найти значения остальных неизвестных. Полученная совокуп-
ность значений неизвестных является решением F1. 
4) Аналогично с помощью векторов  е2, …, еk  находят решения F2, …, Fk. 
5) Решения F1, F2, …, Fk и образуют фундаментальную систему решений. 
 

 Пример 2.5.  Найдите фундаментальную систему решений системы 

однородных линейных уравнений:  





















.03

,03

,03

,03

4321

4321

4321

4321

хххх

хххх

хххх

хххх

 

 
 Решение. Найдем ранг матрицы системы, для чего преобразуем левые 
части системы по методу Жордана-Гаусса, поменяв местами первое уравне-
ние со вторым. 
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



























3111

1311

1113

1131

    



























4040

0440

4480

1131

    



























1010

1120

0110

1131

   

 
  



















 

1100

1100

0110

1201

    























0000

1100

1010

1001

    


















1100

1010

1001

 

Ранг матрицы  rA = 3, а число неизвестных n = 4, тогда k = n – r = 1. По-
сле преобразований исходная система имеет вид: 















,0

,0

,0

43

42

41

хх

хх

хх

 — общее решение системы. 

В качестве свободного неизвестного выберем х4 и рассмотрим вектор  
е1 = (1). Тогда подставляя в общее решение вместо х4 единицу, получим  
х1 = –1, х2 = 1, х3 = –1. Фундаментальную систему образует всего одно реше-
ние F1 = (–1, 1, –1, 1). 
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Лекция 4 
 

3. Основы планирования межотраслевого баланса 
 

Модель межотраслевого баланса — одна из самых простых экономико-
математических моделей. Она представляет собой единую взаимоувязанную 
систему информации о взаимных поставках продукции между всеми отрас-
лями производства, а также об объеме и отраслевой структуре основных про-
изводственных фондов, об обеспеченности многоотраслевого хозяйства тру-
довыми ресурсами и т. д. 

Такая модель позволяет рассчитать сбалансированный план на основе 
точного учета всех межотраслевых связей и рассмотреть при этом множество 
возможных вариантов. 

Постановка задачи. Пусть весь производственный сектор многоотрас-
левого хозяйства разделен на n чистых отраслей. 

Чистая отрасль — это условное понятие — некоторая часть многоот-
раслевого хозяйства, более менее цельная (например, энергетика, с/х, маши-
ностроение и т.д.). 

Цель балансового анализа — ответить на вопрос, каким должен быть 
объем производства каждой из n отраслей, чтобы удовлетворить все потреб-
ности в продукции этой отрасли? При этом каждая отрасль выступает, с од-
ной стороны, как производитель некоторой продукции, а с другой — как по-
требитель продукции и своей, и произведенной другими отраслями. 

Связь между отраслями отражается в таблицах межотраслевого балан-
са, а математическая модель, позволяющая их анализировать, разработана в 
1936 г. американским экономистом В. Леонтьевым. 

Пусть каждая из n отраслей производит свою продукцию. Часть,  кото-
рой идет на внутрипроизводственное потребление данной отраслью и дру-
гими отраслями, а другая часть предназначена для целей непроизводственно-
го потребления, которую принято называть конечным продуктом. 

Рассмотрим процесс производства за некоторый период времени, на-
пример, за год. 

Введем следующие обозначения:  ix  — общий (валовой) объем про-
дукции i – ой отрасли (i = 1, 2,…, n); 

ijx — объем продукции i – ой отрасли, потребляемой j – ой отраслью в 
процессе производства (i, j = 1, 2,…, n); 

iy — объем конечного продукта ойi  отрасли для непроизводственно-
го потребления. 

Так как валовой объем продукции любой ойi  отрасли равен суммар-
ному объему продукции, потребляемой n отраслями, и конечного продукта, 
то  

 


n

j
iiji yxx

1
,  (i = 1, 2,…, n).   (3.1) 



22  
 

 

Уравнения (3.1) называются соотношениями баланса. Будем рассмат-
ривать стоимостный межотраслевой баланс, когда все величины, входящие 
в (1), имеют стоимостное выражение. 

Введем коэффициенты прямых затрат 

j

ij
ij x

x
a  ,  (i, j = 1, 2,…, n),   (3.2) 

показывающие затраты продукции ойi  отрасли на производство единицы 
продукции j – ой отрасли. 
 Можно полагать, что в некотором промежутке времени коэффициенты 

ija  будут постоянными и зависящими от сложившейся технологии производ-
ства. Это означает линейную зависимость материальных затрат от валового 
выпуска, т.е.  

jijij xax  ,  (i, j = 1, 2,…, n).   (3.3) 
Равенство (3.3) выражает межотраслевые потоки средств производства. Те-
перь соотношения баланса примут вид: 

 


n

j
ijiji yxax

1
,  (i, j = 1, 2,…, n).   (3.4) 

 Перепишем равенство (3.4) в матричной форме, для чего введем в рас-
смотрение матрицы: 























nx

x
x

X
...

2

1

,  























nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
............

...

...

21

22221

11211

,  























ny

y
y

Y
...

2

1

, 

где Х — вектор валового выпуска продукции, Y — вектор конечного продук-
та, А — матрица прямых затрат (технологическая или структурная матри-
ца). 

Матрица А — матрица прямых затрат содержит весьма много инфор-
мации: еѐ аяi строка характеризует использование продукции ойi  отрас-
ли по всему м/о хозяйству, а ыйj  столбец характеризует уюj  отрасль, а 
именно, что в каких количествах она использует. Таким образом, матрица А 
по существу определяет структуру экономики. 

Равенство (3.4) в матричной форме примет вид: 
YAXX  ,  или 

  YXAE  .    (3.5) 
 Равенство (3.5) называется моделью межотраслевого баланса Леонтье-
ва. Если матрица (Е – А) — невырожденная, т.е. еѐ определитель отличен от 
нуля, то равенство (5) можно записать в виде 

  YAEX 1
 .    (3.6) 

Матрица   1
 AES  называется матрицей полных затрат. 
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Каждый элемент матрицы S есть величина валового выпуска продукции 
ойi  отрасли, необходимого для обеспечения единицы конечного продукта 
ойj  отрасли, т.е. 1jy  (j = 1, 2,…, n). 

 Модель межотраслевого баланса позволяет решить следующие задачи: 
1) определить объем конечной продукции отраслей по заданным объемам 

валовой продукции (3.5); 
2) по заданной матрице прямых затрат определить матрицу полных за-

трат, элементы которой служат важными показателями для планирова-
ния развития отраслей; 

3) определить объемы валовой продукции отраслей по заданным объемам 
конечной продукции (3.6). 

Прямые затраты не отражают в полной мере сложных количественных 
взаимосвязей, наблюдающихся в м/о хозяйстве. Они, в частности, не отра-
жают обратных связей, имеющих далеко не маловажное значение. Очень 
часто возникают так называемые косвенные затраты. Например, на изготов-
ление трактора в виде прямых затрат расходуется чугун, сталь и т.д. Но для 
производства стали также нужен чугун. Таким образом, кроме прямых затрат 
чугуна, имеются и косвенные затраты чугуна. Косвенные затраты могут ино-
гда существенно превышать прямые затраты. 

Матрица EASC   называется матрицей коэффициентов косвенных 
затрат. 
 В соответствии с экономическим смыслом задачи все величины Х, А и 
Y должны быть неотрицательны. 

Матрица 0А  называется продуктивной, если для любого вектора 
0Y  существует решение 0X  уравнения  (3.5). В этом случае и модель 

Леонтьева называется продуктивной. 
Существует несколько критериев продуктивности матрицы А, рассмот-

рим наиболее простой из них: 
матрица А продуктивна, если максимум сумм элементов еѐ столбцов не 

превосходит единицы, причем хотя бы для одного из столбцов   сумма эле-
ментов строго меньше единицы, т.е. матрица А продуктивна, если 0ija  для 

любых i, j = 1, 2,…, n  и  1max
1,...,2,1




n

i
ijnj

a   и существует номер j такой, что 

 


n

i
ija

1
1. 

Пример 3.1. Составьте межотраслевой баланс производства и распре-
деления продукции для трехотраслевой экономической системы, заданной 
матрицей коэффициентов прямых затрат А и вектором конечной продукции 
Y: 



















08,005,01,0
03,012,015,0
2,025,03,0

А ,    


















12
20
56

Y , 

для чего найдите: 
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 коэффициенты полных затрат; 
 плановые объемы валовой продукции; 
 величину межотраслевых потоков; 
 матрицу косвенных затрат. 

По заданному вектору увеличения конечного выпуска продукции 


















5
10
20

Y  

определите изменения плана Х . 
 Решение. Убедимся, что матрица А продуктивна, для чего найдем сум-
мы элементов каждого еѐ столбца: 
 

столбец 1– ый 2 – ой 3 – ий 
сумма 0,55 0,42 0,31 

 
Т.е. 155,0)31,0;42,0;55,0max(  . 

Рассмотрим порядок составления межотраслевого баланса производст-
ва и распределения продукции для экономической системы, заданной матри-
цей коэффициентов прямых затрат А и вектором конечной продукции Y с по-
мощью математического пакета MathCAD. Программа будет иметь вид: 
ORIGIN:=1     n:=3 

1. Вводим исходные данные задачи: матрицу А — матрицу коэффици-
ентов прямых затрат и матрицу Y— матрицу выпуска конечной продукции. 



















08.005.01.0

03.012.015.0

2.025.03.0

:A   


















12

20

56

:Y  

 
2. Вычисляем матрицу Х — матрицу столбец плановых объемов вало-

вой продукции. 

K:=identity(3) – A  
























92.005.01.0

03.088.015.0

2.025.07.0

K    

1:  KS    


















131.1117.0187.0

1.022.1276.0

359.0469.058.1

S  

X:=SY   


















383.26

047.41

197.102

Х  

 
3. Вычисляем матрицу межотраслевых потоков средств производства. 

i:= 1..n  j:= 1..n 
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jjiji XAX  ,, :1  



















111.2052.222.10

791.0926.433.15

277.5262.10659.30

1X  

4. Определяем чистую продукцию или общие доходы. 
  1111: XXO T     204.18807.23989.45O  

5. Вычисляем матрицу коэффициентов полных затрат. 

SAeinv :   


















131.1117.0187.0

1.022.1276.0

359.0469.058.1

Aeinv  

6. Найдем матрицу косвенных затрат. 

)3(identity:  ASC   


















051.0067.0087.0

07.01.0126.0

159.0219.028.0

C  

7. Определяем изменение плана по заданному вектору увеличения вы-
пуска продукции. 



















5

10

20

:Y   YAeinvX  :   


















566.10

218.18

096.38

X  

 
Результаты вычислений представим в форме таблицы межотраслевого балан-
са (табл. 3.1) 
           Таблица 3.1 
         Потребляющие отрасли 
 
Производящие отрасли 

 
1 

 
2 

 
3 

 
Конечная 
продукция 

 
Валовая 

продукция 
1 30,7 10,2 5,3 56 102,2 
2 15,3 4,9 0,8 20 41 
3 10,2 2,1 2,1 12 26,4 

Чистая продукция 46 23,8 18,2 — — 
Валовая продукция 102,2 41 26,4 — 169,6 
 

Величина чистой продукции определяется как разница между валовой 
продукцией отрасли и суммой межотраслевых потоков в каждом столбце. 

На основе заданных матриц Y  и  А  по уровню конечного продукта и 
коэффициентов прямых затрат получен полностью сбалансированный план 
общего производства продукции и еѐ распределения как между отраслями в 
качестве средств производства, так и для конечного пользования. 
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Лекции 5–6 
4. Векторы 

4.1 Основные понятия 
 

Величины называют скалярными (скалярами), если они после выбора 
единиц измерения полностью характеризуются одним числом. 

Примером скалярных величин могут служить угол, площадь, объем, 
плотность среды, сопротивление, температура.  

Величина называется вектором (векторной), если она определяется 
двумя элементами различной природы: алгебраическим элементом — чис-
лом, показывающим длину вектора и являющимся скаляром, и геометриче-
ским элементом, указывающим направление вектора. 

Геометрически принято изображать вектор направленным отрезком. 
Для обозначения векторных величин используют малые латинские буквы, 

выделенные жирным шрифтом (a), либо со стрелочкой вверху (


a ), либо две 
заглавные буквы с черточкой вверху ( AB), где А — начало вектора, В — его 
конец (рис. 4.1). Заметим, что зная координаты начала и конца вектора, мож-
но найти координаты вектора, определяемого этими точками 

);( 2211 ababAB  , т.е. от координат конца вычитают координаты начала 
вектора. 

 
Рис. 4.1.   

 Вектор называется нулевым, если его начало и конец совпадают. Нуле-

вой вектор обозначают: 


0 .  
Векторы называются коллинеарными, если они лежат на одной прямой, 

либо на параллельных прямых. Коллинеарность векторов a и b выражают за-
писью: ab. Коллинеарные векторы могут быть разной длины (рис. 4.2), (век-
торы АВ и А1В1), поэтому одна только коллинеарность не гарантирует равен-
ства векторов.  

 
 
Рис. 4.2.   
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 В дальнейшем будем рассматривать только свободные векторы, т.е. 
такие векторы, которые можно перемещать в пространстве параллельно их 
направлению. Для свободного вектора его начало можно совмещать с любой 
точкой пространства. 

Два вектора называются равными, если они коллинеарны, имеют оди-
наковую длину и одинаковое направление. Равенство векторов обозначают 



 ba . Для неравных векторов используют запись: 


 ba . 

Три вектора 


a , 


b  и 


c  назовем компланарными, если они лежат в од-
ной плоскости или в параллельных плоскостях. 

Если среди трех векторов хотя бы один нулевой или два любые колли-
неарны, то такие векторы компланарны. 

Если векторы 


a  и 


b не коллинеарны или 


a , 


b и 


c не компланарны, то 
такие векторы называют линейно независимыми соответственно на плоскости 
или в пространстве. 

Два ненулевых вектора 


a  и 


b  ортогональны, если они перпендику-

лярны (проекция вектора 


a  на 


b  и проекция вектора 


b  на 


a равны нулю). 

Тогда записывают 


a 


b . Такие векторы всегда линейно независимы. 
 

4.2 Операции над векторами 
 

1. Произведение вектора на скаляр. 

Произведением вектора 


a  на скаляр (число)  называется вектор 


a , кото-

рый имеет длину 


 a , коллинеарен вектору 


a , имеет направление век-

тора 


a , если  > 0 и противоположное направление, если  < 0. 
2. Проекция вектора на ось. 
 

  
 
  Рис. 4.3. 
 

 
 
 

Проекцией вектора 


a  на ось l (рис. 
4.3) называется положительное 

число 1а , если вектор 


a  и ось l 
одинаково направлены и отрица-
тельное число 1а , если вектор 


a  и ось l противоположно направ-
лены и обозначается alпр . 
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Рассмотрим некоторые свойства проекций. 

 а) Проекция вектора 


a  на ось l равна произведению длины вектора а  

на косинус угла  между вектором и осью, т.е. 


cosпр ааl . 

 б) Проекция суммы нескольких векторов на одну и ту же ось равна 

сумме их проекций на эту ось: 


 cbacba llll прпрпр)(пр . 

 в) При умножении вектора  а  на число  его проекция умножается на 

это число: 


 aa ll пр)(пр . 

3. Сложение и вычитание. 
Сложение векторов производят математически (по формулам) или гео-

метрически (4.4). Геометрический способ более известен, как правило тре-
угольника. 

 
 
Рис. 4.4.   

Математически сложение записывают 


 bac  или 


 bac , если 
речь идет о вычитании векторов (4.4).  

Суммой  


 ba двух геометрических векторов называется новый вектор, 

идущий из начала вектора 


a  в конец вектора 


b  при условии, что вектор 


b  

приложен к концу вектора 


a . 
Складывать векторы можно и по правилу параллелограмма: сумма 



 ba  векторов 


a  и 


b , приведенных к общему началу, есть вектор 


c , пред-
ставляющий собой диагональ параллелограмма, построенного на данных 
векторах (рис. 4.5). 

 
Рис. 4.5. 
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Линейные операции над векторами обладают теми же свойствами, что 
и вещественные числа. 

1. 


 abba ;    2. 


 cbacba )()( ; 

3. 


 aa 0 ;    4. 


 0)( aa ; 

5. 










 aa ;   6. 











 baba . 

Разностью 


 ba  векторов 


a  и 


b , приведенных к общему началу, 

есть вектор 


c , идущий из конца вектора 


b  в конец уменьшаемого вектора 


a  (рис. 4.6). 

 
Рис. 4.6. 

Если модуль вектора 


a  равен единице, то такой вектор называют еди-
ничным, или ортом. 

Орт вектора всегда имеет то же направление, что и рассматриваемый 
вектор. Единичные векторы координатных осей 0х, 0у, 0z обычно обозначают 

соответственно как 


kji ,,  (или i, j, k). 

 
Рис. 4.7. 

Тройка указанных векторов образует так называемый ортонормиро-
ванный базис пространства векторов. Это означает, что любой другой вектор 


a  (рис. 4.7) может быть единственным образом разложен по данному базису. 

Покажем это. Выберем произвольный вектор  


a  и совместим его начало с 

началом координат: 


a .ОМ  Найдем проекции вектора 


a на координатные 
оси. Проведем через конец вектора ОМ  плоскости, параллельные коорди-
натным плоскостям. Точки пересечения этих плоскостей с осями координат 
обозначим соответственно через М1, М2 и М3. Получим прямоугольный па-
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раллелепипед, одной из диагоналей которого является вектор ОМ . Тогда 

хх аОМa  1пр , yy аОМa  2пр ,  zz аОМa  3пр . По определе-

нию суммы векторов имеем 32111 OMOMOMNMNMOMa 


, 
так как 21 OMNM  , 3OMNM  . Но 



 iOMOM 11 ; 


 jOMOM 22 ; 


 kOMOM 33 . 
Тогда получаем 



 kajaiaa zyx .    (4.1) 
Формула (4.1) называется разложением вектора по ортам координат-

ных осей  или разложением вектора по ортонормированному базису ,


i  ,


j  


k . Числа  zyx aaa ,,  называются компонентами или координатами вектора 


a  в данном базисе. 
Задание вектора координатами в данном базисе может быть записано в 

символическом виде: ),,( zyx aaaа


. 

Рассмотрим два вектора ),,( zyx aaaa


 и ),,( zyx bbbb


. Справедливы 
следующие утверждения. 

1. Равные векторы имеют одинаковые координаты  
xx ba  , yy ba  , zz ba  .   (4.2) 

2. Если векторы коллинеарны, то их координаты пропорциональны. 

Действительно, если 


a 


b , то 


 ba , т.е. ),,( zyx bbba 


, где 0 ,  


z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a
.    (4.3) 

3. Каковы бы ни были две точки  111 ,, zyxA  и  222 ,, zyxB , коорди-
наты вектора AB  определяются по формулам  

AB   121212 ,, zzyyxx  .   (4.4) 
4. Длина вектора равна квадратному корню из суммы квадратов его 

проекций на оси координат:  
222
zyx aaaа 



.    (4.5) 

5. Пусть углы вектора 


a  с осями 0х, 0у, 0z соответственно равны , ,  
(рис. 4.7).  По свойству проекции вектора на ось, имеем 




cosаax ,  


cosаa y ,  


cosаaz . 
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Откуда находим 




а

axcos ,  




а

a y
cos ,  




а

azcos .   (4.6) 

Числа  cos,cos,cos  называются направляющими косинусами векто-

ра 


a . Легко убедиться в справедливости равенства: 
1coscoscos 222  , 

т.е. сумма квадратов направляющих косинусов ненулевого вектора равна 
единице. 

 Координатами некоторого единичного вектора 


e  являются числа 

 cos,cos,cos , т.е.  


cos,cos,cose . 
6. Сумма и разность векторов, заданных своими координатами опреде-

ляются по формулам: 

);;( zzyyxx babababaс 


,   (4.7) 

).;;( zzyyxx babababaс 


   (4.8) 
 

Пример 4.1. Даны векторы )2;1;1( 


a ; )1;0;2( 


b . Найдите векто-

ры: 


 baс ;  


 bad ;  


 bap 23 . 
Решение. Используя формулы (4.7)  и (4.8) получим: 

)1;1;3()12;01;21( 


baс , 

).3;1;1())1(2;01;21( 


bad  

Для того чтобы найти третий вектор 


p , необходимо выполнить про-

межуточные вычисления, а именно сначала найти координаты векторов 


a3  

и 


b2 .  

)6;3;3()23);1(3;13(3 


a ;  )2;0;4())1(2;02;22(2 


b . 

Теперь можно вычислить искомый вектор 


p  как  

)4;3;7()26;03;43(23 


bap . 

Пример 4.2. Даны проекции силы 


F  на координатные оси как 

24,4,4  zyx . Найдите величину силы 


F  и направление ее действия. 
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Решение. Вектор 


F  имеет координаты (по условию) )24;4;4( 


F . 
Так как в задаче речь идет о "величине" силы,  следовательно, необходимо 
определить модуль найденного вектора, который найдем по формуле (4.5). 

8)24(44 222222 


zyxF . 

Направление действия силы  


F  определяют, используя направляющие 
косинусы, которые вычисляют по формулам (4.6):  

2

1

8

4
cos 



F

x ;  
2

1

8

4
cos 



F

y ;  
2

2

8

24
cos 






F

z . 

Следовательно, сила 


F , модуль которой равен 8, действует в направле-
нии вектора, образующего с координатными осями углы =60°; β=60°; 
γ=135°. 

Линейно независимые векторы 


a , 


b  и 


c  образуют правую тройку 
векторов (рис. 4.8), если они имеют такую же ориентацию, как соответст-
венно большой, указательный и средний палец правой руки. Это значит, что 

если смотреть с конца третьего вектора 


c , то кратчайший поворот от перво-

го вектора 


a  ко второму вектору 


b должен происходить против часовой 
стрелки. В противном случае говорят о левой тройке векторов (рис. 4.9). 

 

 
Рис. 4.8.      Рис. 4.9. 

Три единичных вектора ,


i  ,


j  


k  попарно ортогональные друг другу и 
образующие правую тройку векторов, называют прямоугольной декартовой 
системой координат. 

Углом между векторами 


a  и 


b     называют такой угол , не превос-

ходящий , на который нужно повернуть вектор ,


a  чтобы совместить его с 

направлением вектора ,


b  начало вектора 


b  должно совпадать с началом 


a . 

Угол между векторами обозначается 






 

ba ,  или  






 

ba . 
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4.3 Скалярное произведение векторов 
 

Скалярным произведением двух векторов 


a  и 


b     называется число S, 

равное 











babaS cos . Эта операция обозначается 


a 


b      или 








 

ba; , т.е. 













bababa cos .    (4.9) 

В частности, скалярный квадрат вектора равен квадрату его длины, т.е.  

2

22

0cos aаааааа 






 

.   (4.10) 

Если один из перемножаемых векторов единичный, то:  














 aiаaiа

i

прcos .   (4.11) 

Из определения скалярного произведения следует, что любой вектор, 
независимо от типа, можно представить в виде:  





























 kkajjaiiaa , 

 

где 










ia , 










ja  и 










ka  есть скалярное произведение вектора 


a  с орта-

ми осей координат. Тогда из последнего равенства имеем  














































kjiakajaiaa coscoscoscoscoscos , 

где , β и γ — углы, которые составляет вектор 


a  соответственно с осями 0х, 
0у и 0z.  

Можно заметить, что скалярное произведение коммутативно и дист-

рибутивно, т.е. 


 abba   и   










 cbcacba . Можно убедиться 

самостоятельно в том, что всегда выполняется равенство  




























 bababa . 

 Если скалярное произведение двух векторов равно нулю, то эти векто-
ры ортогональны. 

 Действительно, если ни один из векторов не нулевой, то, по определе-
нию скалярного произведения, последнее может быть равно нулю только то-
гда, когда  
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0cos 






 

ba ,   
2










 

ba .   (4.12) 

Следовательно, 0


ikkjji ,  

где ,


i  ,


j  


k — единичные векторы (орты) осей координат, а   

1


kkjjii . 
Скалярное произведение векторов в координатной форме (необ-

ходимо раскрыть скобки, перемножая их как многочлены): 

zzyyxxzyxzyx bababakbjbibkajaiaba 




















. (4.13) 

Используя формулу скалярного произведения векторов 


a  и 


b ,     
можно найти выражение косинуса угла между этими векторами через их 
проекции на орты:  

222222
cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa

ba

ba
ba
























.  (4.14) 

 

Если 0cos 






 

ba , то это значит, что угол между векторами больше 90°, 

т.е. тупой, а если 0cos 






 

ba , то угол острый. 

Механический смысл скалярного произведения векторов состоит в сле-

дующем: скалярное произведение силы 


F  на вектор перемещения 


S  равно 

работе А этой силы при перемещении материальной точки по вектору 


S , т.е. 

.


 SFA  

Пример 4.3. Даны два вектора  


 kjina 82   и 


 kjnib 22 . 
Определите, при каком значении n, эти векторы будут перпендикулярны? 

Решение. Условием перпендикулярности векторов является равенство 
нулю их скалярного произведения.  

01641622 


nnnbabababa zzyyxx . 
Из уравнения 0164 n  находим, что 4n , т.е. при этом значении n 



 bа . 
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4.4 Векторное произведение двух векторов 

 Векторным произведением векторов  


a  и 


b ,  называется новый век-

тор ,


с  который удовлетворяет следующим условиям: 

1)  он перпендикулярен векторам  


a  и 


b , т.е. 


 ас   и  


 bс ; 
2) имеет длину, численно равную площади параллелограмма, построенного 

на векторах 


a  и 


b ,   как на сторонах, т.е. 











babac sin ; 

 3) векторы 


a , 


b  и 


c   образуют правую тройку векторов (рис. 4.8). 

 
Рис. 4.10.   

Векторное произведение обозначают: 


 ba или 






 

ba , . Рассмотрим 

свойства векторного произведения. 
1. Из определения векторного произведения непосредственно вытекают 

следующие соотношения между ортами ,


i  ,


j  


k  


 kji , 


 ikj , 


 jik . 
Докажем первое равенство: 

а) 


 ik  и 


 jk ; 

б) 1


k , 190sin 0 


jiji ; 

в) векторы ,


i  ,


j  


k  образуют правую тройку. 
2. При перестановке сомножителей векторное произведение меняет 

знак, т.е. 


 abba , так как векторы  


 ba  и 


 ab  противоположно на-
правлены. 

3. 





























bababa  (сочетательное свойство). 

4. Два ненулевых вектора 


a  и 


b   коллинеарны тогда и только тогда, 
когда их векторное произведение равно нулевому вектору, т.е. 
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

а 


b


 0ba . Если 


а 


b , то угол между ними равен 00 или 1800, тогда 

00sin 0 


baba , следовательно, 


 0ba .  

В частности, 


 0kkjjii . 
5. Векторное произведение обладает распределительным свойством: 











 cbcacba . 

6. Векторное произведение в координатной форме имеет вид: 

yx

yx

zx

zx

zy

zy

zyx

zyx bb

aa
k

bb

aa
j

bb

aa
i

bbb

aaa

kji

ba 






.  (4.15)

  
7. Из определения векторного произведения можно записать формулы 

для определения площади параллелограмма и треугольника: 


 baS  пар ,  


  baS  
2

1 .   (4.16) 

8. Справедливо равенство 
2222






















bababa . 

  

Пример 4.4. Найдите площадь треугольника, заданного вершинами 
A(1; 1; 0); B(3; 0; –3); C(3; 2; 4). 

Решение. Формула для нахождения площади треугольника АВС имеет 
вид:  



  baS ABC
2

1
. 

Для  определения векторов 


a  и 


b   выберем в качестве вершины лю-
бую точку, например, А, и найдем  координаты векторов AB  и AC . Для этого 
вычтем из соответствующих координат "конца" вектора (точка В) соответст-
вующие координаты "начала" вектора (точка А). В результате получим:  

)3;1;2()03;10;13( AB . 
Аналогично находим и координаты вектора AC : 

)4;1;2()04;12;13( AC . 
Теперь найдем векторное произведение векторов AB  и AC  по формуле 
(4.15) 



37  
 

 















12

12

42

32

41

31

412

312 kji

kji

ACAB  

 


 kjikji 414)22()68(34 . 
Воспользуемся свойством векторного произведения и найдем площадь иско-
мого треугольника.  

3,7213
2

1
4)14()1(

2

1

2

1 222
Δ  ACABS ABC  (кв.ед.). 

 
4.5 Смешанное произведение векторов 

Смешанным произведением векторов  


a , 


b  и 


c называется векторно-

скалярное произведение вида 










 cba  . Смешанное произведение пред-

ставляет собой некоторое число, которое принято обозначать 


cba .  
 Выясним геометрический смысл смешанного произведения. Построим 

параллелепипед, ребрами которого являются векторы 


a , 


b  и 


c . Обозначим 


 bad  (рис. 4.11). Тогда 














 cdcdcba

d

пр , так как 

пар Sbad 


— площадь параллелограмма, построенного на векторах  



a  и  


b  а Hc
d




пр  для правой тройки векторов и  Hc
d




пр  для ле-

вой, где H — высота параллелепипеда. Получаем:   VHScba 


 , где 
V — объем параллелепипеда.  

Смешанное произведение трех векторов равно объему параллелепипе-
да, построенного на этих векторах, взятому со знаком плюс, если эти векторы 
образуют правую тройку, и со знаком минус, если они образуют левую трой-
ку. 

 
Рис. 4.11.   
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 1. Смешанное произведение не меняется при циклической перестанов-

ке его сомножителей: 




























 bacacbcba    . 

 2. Смешанное произведение не меняется при перемене местами знаков 

векторного и скалярного умножений: 




















cbacba  . 

 3. Смешанное произведение меняет свой знак при перемене мест лю-
бых двух векторов-сомножителей:  



 bcacba   , 


 cabcba   , 


 abccba   . 
 4. Смешанное произведение ненулевых векторов равно нулю тогда и 

только тогда, когда они компланарны: 0 


cba   


a , 


b  и 


c  — компла-
нарны. 
 5. Смешанное произведение в координатах имеет вид: 

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

cba 


.    (4.17) 

 6. Если 0 


cba , то векторы 


a , 


b , 


c  образуют правую тройку, если 

же 0 


cba , то 


a , 


b ,  


c — левая тройка. 

 7. Объем параллелепипеда, построенного на векторах 


a , 


b  и 


c  вы-

числяется по формуле 


 cbaV , а объем треугольной пирамиды 



 cbaV
6

1 . 

  

Пример 4.5. Вычислите объем тетраэдра, вершины которого находятся 
в точках A(1; 1; 2); B(2; 3; –1); C(2; –2; 4); D(–1; 1; 3). 

Решение. ADACABV 
6

1
тетр . Определим векторы AB ,  AC  и AD .  

)3;2;1()21;13;12( AB ; 
)2;3;1()24;12;12( AC ; 
)1;0;2()23;11;11( AD . 

6

5
5

6

1

102

231

321

6

1

6

1
тетр 







 ADACABV (куб. ед.). 
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Пример 4.6. Объем тетраэдра равен 16. Три его вершины находятся в 
точках A(2; 0; 4); B(–1; 3; 6); C(4; 5; –2). Найдите координаты четвертой вер-
шины, если известно, что она лежит на оси 0у. 

Решение. Так как точка D лежит на оси 0у, то еѐ абсцисса и аппликата 
равны нулю. Тогда точка D будет иметь координаты  0;;0 yD . Определим 
векторы AB ,  AC  и AD .  

)2;3;3()46;03;21( AB ; 
)6;5;2()42;05;24( AC ; 
)4;;2()40;0;20(  yyAD . 

По условию 16
6

1
тетр  ADACABV , откуда 96 ADACAB . 

Вычислим смешанное произведение векторов AB ,  AC  и AD : 

.14140
52

33
4

62

23

65

23
2

42

652

233

yy

y

ADACAB 



















 Следовательно, получаем уравнение  9614140  y . Решим его, рас-
смотрев два случая: 

1) 9614140  y ;    2) 9614140  y ; 
   4414  y ;       23614  y ; 

       
7

22

14

44
y ;     

7

118

14

236
y . 
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Лекции 7–8 
 

5. Элементы матричного анализа 
 

5.1 n – мерный вектор и векторное пространство 
 

Упорядоченный набор n действительных чисел х = (х1, х2, ..., хn) назы-
вается n-мерным вектором. Числа х1, х2, ..., хn, составляющие n-мерный век-
тор х, называются координатами  или компонентами вектора. 
 Два n-мерных вектора равны тогда и только тогда, когда равны их со-
ответствующие координаты, т.е.   x = y  xi = yi (i = 1, 2,…, n). 
 Произведением вектора  х на действительное число  называется век-
тор z = x, координаты которого определяются формулой ii xz   (i = 1, 
2,…, n). 
 Суммой двух векторов одинаковой размерности n называется вектор  
z = x + y, координаты которого определяются формулой iii yxz    
(i = 1, 2,…, n). 
 Линейные операции над векторами удовлетворяют следующим свойст-
вам (аксиомам): 
 1. x + y = y + x  — переместительное свойство суммы; 
 2. (x + y) + z = x + (y + z) — сочетательное свойство суммы; 
 3. (x) = ()x — сочетательное свойство относительно числового 
множителя; 
 4. (x + y) = x + y — распределительное свойство; 
 5. ( + )x = x +x — распределительное свойство; 
 6. существует нулевой вектор о = (0, 0,…, 0) такой, что х + о = х для 
любого вектора х; 
 7. для любого вектора х существует противоположный вектор (– х) та-
кой, что х + (– х) = о; 
 8. для любого вектора х справедливо равенство 1х = х. 
 Множество векторов с действительными координатами, в котором 
определены операции умножения вектора на число и сложение векторов, 
удовлетворяющее аксиомам 1–8, называется векторным пространством и 
обозначается буквой R. 
 Замечание. Под x, y, z можно рассматривать не только векторы, но и 
элементы любой природы. Тогда соответствующее множество элементов на-
зывается линейным пространством. 
 Например, можно рассматривать пространство товаров и вектор цен. 
Под товаром понимается некоторое благо или услуга, поступившее в прода-
жу в определенное время и в определенном месте.  

Пусть имеется n различных товаров. Обозначим количество i–го товара 
через xi, тогда некоторый набор товаров обозначим  х = (х1, х2, ..., хn), который 
является n-мерным вектором. Множество всех наборов товаров называется 
пространством товаров, так как для него справедливы аксиомы 1–8. Каж-
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дый товар имеет цену. Пусть цена i–го товара сi, тогда вектор с = (с1, с2, ..., сn) 
есть вектор цен. 
 

5.2 Размерность и базис векторного пространства 
 

 Векторы  х1, х2, ..., хк линейного пространства называются линейно за-
висимыми, если существуют такие числа 1, 2,…, к не равные одновремен-
но нулю, при которых выполняется:  

1х1 + 2х2 +…+ к хк = о.    (5.1) 
Если равенство (5.1) выполнимо лишь при всех i = 0, то векторы х1, х2, 

..., хк называются линейно независимыми. 
Если имеет место равенство 1х1 + 2х2 +…+ к хк = b, то говорят, что 

вектор b является линейной комбинацией векторов х1, х2, ..., хк  или линейно 
выражается через эти векторы. 

Теорема 5.1. Если векторы  х1, х2, ..., хк линейно зависимы, то тогда, по 
крайней мере, один из векторов может быть линейно выражен через осталь-
ные. Верно и обратное утверждение. Если один из векторов линейно выража-
ется через остальные, то все эти векторы в совокупности линейно зависимы 

Доказательство. Это вытекает из самого определения  линейной зави-
симости векторов. По условию теоремы выполняется равенство (5.1). Так 
как, если хотя бы один из 0к , то на него можно поделить обе части ра-
венства (5.1),  тогда будем иметь  

β1х1 + β2х2 + ... + βк-1хк-1 = хк, где 
к


 1

1 , 
к


 2

2 , …, 
к

к
к




 


1

1 .  

Следовательно, вектор хк является линейной комбинацией остальных 
векторов. Таким образом, теорема доказана. 

Заметим, что если векторы a и b не коллинеарны или a, b и c не ком-
планарны, то такие векторы являются линейно независимыми соответственно 
на плоскости или в пространстве. 

Верны следующие утверждения: 
1. Если среди векторов х1, х2, ..., хк имеется нулевой вектор, то эти век-

торы линейно зависимы. 
2. Если часть векторов из набора х1, х2, ..., хк линейно зависима, то и все 

векторы линейно зависимы. 
Линейное пространство R называется n-мерным, если в нем можно 

найти n линейно независимых векторов, а всякая система, состоящая из 
большего количества векторов, является линейно зависимой в этом про-
странстве.  

Т.е. размерность пространства  — это максимальное число содержа-
щихся в нем линейно независимых векторов.  

Число n называется размерностью пространства и обозначается dimR 
= n или  Rn. 

Например, векторы, лежащие на одной прямой, образуют одномерное 
пространство, в котором только один независимый вектор, а все остальные 
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могут быть выражены линейными соотношениями через него. На плоскости 
множество векторов образует двумерное пространство, т.е. в этом простран-
стве определены только два независимых вектора. 

Если пространство имеет конечное множество линейно независимых 
векторов, то его называют конечномерным, а если в нем можно найти сколь 
угодно много линейно независимых векторов, то — бесконечномерным. 

 Совокупность n линейно независимых единичных векторов n-мерного 
пространства называют базисом n-мерного пространства. 

Заметим, что через базисные векторы могут быть выражены любые 
другие векторы, определяемые в данном базисе. 

Теорема 5.2. Каждый вектор х линейного n-мерного пространства 
можно представить, и притом единственным образом, в виде линейной ком-
бинации векторов базиса: x  = 1х1 + 2х2 +…+ n хn. 

Доказательство теоремы состоит из двух частей. Сначала мы докажем 
возможность выразить любой произвольный вектор через базис линейного 
пространства, а затем, что разложение произвольного вектора по данному ба-
зису единственное. 

Пусть даны произвольный базис n-мерного пространства R и некото-
рый произвольный вектор хR. Так как каждые n + 1 векторов n-мерного 
пространства R линейно зависимы, то система, которую образуют векторы х1, 
х2, ..., хn и x должна быть линейно зависимой. А это значит, что выполняется 
равенство  

1х1 + 2х2 +…+ n хn + x = о,   (5.2) 
где 1, 2,…, n,  — числа одновременно не равные нулю. При этом ясно, 
что 0 , так как в противном случае хотя бы одно из чисел 1, 2,…, n не 
равнялось бы нулю и тогда равенство (5.2) имело бы вид  

1х1 + 2х2 +…+ n хn  = о,     (5.3) 
что, в свою очередь, показывало бы линейную зависимость базисных векто-
ров.  

Выразим x из равенства (5.2), разделив на   коэффициенты при xi и, 
перенеся их в правую часть. После выполнения указанных преобразований 
имеем  

x =



 1 x1 




 2 x2–…




 n xn. 

Положим 



 i

i ,  

x = β1х1 + β2х2 + ... + βnхn.     (5.4) 
Докажем теперь, что разложение (5.4) вектора x по данному базису х1, 

х2, ..., хn единственное. Предположим, что вектор x в пространстве R имеет 
два различных разложения  

x = β1х1 + β2х2 + ... + βnхn    и     x = 1х1 + 2х2 + ... + nхn. 
 Вычтем из одного равенства другое, и так как в левых частях равенст-

ва стоит один и тот же вектор, то получим  
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о = (β1 – 1)х1 + (β2 – 2)х2 + ... + (βn – n)хn.   (5.5)  
 Так как векторы х1, х2, ..., хn линейно независимы, то равенство (5.5) 
возможно только тогда, когда β1 – 1 = 0, β2 – 2 = 0, …, βn – n = 0. Откуда 
следует, что β1 = 1, β2 = 2,…, βn = n. 
Последнее выражение полностью доказывает теорему. 

Числа 1, 2,…, n  в разложении  вектора x по базису х1, х2, ..., хn на-
зывают координатами вектора в этом базисе и обозначают как х = (1, 
2,…, n). 

Пример 5.1. Выясните, являются ли векторы х = (1, 1) и у = (–1, 1) ба-
зисом пространства R2 и если да, то разложите вектор z по данному базису. 
 Решение. Если векторы х и у образуют базис пространства R2, то они 
линейно независимы. Следовательно, существуют такие числа  = 0 и  = 0, 
что выполняется равенство х +у = о. Записывая последнее равенство в ко-
ординатной форме, получим систему уравнений:  









.011

,011
 

Из которой находим, что  = 0 и  = 0, т.е. векторы х и у линейно независи-
мы, т.е. образуют базис. Разложим вектор z по данному базису, т.е. предста-
вим его в виде линейной комбинации векторов х и у: z = a1x + a2y. В коорди-
натной форме получим систему линейных уравнений:  









.711

,111

21

21

аа

аа
 

Откуда находим а1 = 3, а2 = 4, тогда z = 3x + 4y. 
 Замечание. Линейную независимость векторов х и у можно было бы 
доказать иначе, а именно показать, что эти два вектора не коллинеарны, т.е. 

их координаты не являются пропорциональными:    
1

1

1

1



. 

5.3 Переход к новому базису 
 

Пусть в пространстве Rn имеются два базиса: е1, е2,…, еn  и  l1, l2,…, ln. 
Каждый из векторов второго базиса можно разложить по векторам первого 
базиса, т.е. представить в виде их линейной комбинации векторов первого 
базиса. 


























....

.......................................

,...

,...

2211

22221212

12121111

nnnnnn

nn

nn

eaeaeal

eaeaeal

eaeaeal

     (5.6) 

 Полученная система показывает, что переход от одного базиса к дру-
гому задается матрицей перехода  
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





















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22212

12111

, 

причем коэффициенты разложения новых базисных векторов по старому ба-
зису образуют столбцы этой матрицы. Матрица А — неособенная, так как в 
противном случае базисные векторы оказались бы линейно зависимыми. Об-
ратный переход от нового базиса l1, l2,…, ln к старому базису е1, е2,…, еn осу-
ществляется с помощью обратной матрицы А–1.  

Найдем зависимость между координатами некоторого вектора в разных 
базисах. Пусть вектор х имеет относительно старого базиса координаты  
х = (х1, х2, ..., хn)  и координаты х = (z1, z2, ..., zn) относительно нового, т.е. 

х = х1е1 + х2е2 +…+xnen    и     х = z1l1 + z2l2 +…+znln  или 
х1е1 + х2е2 +…+xnen = z1l1 + z2l2 +…+znln. 

Подставляя значения l1, l2,…, ln из системы (5.6), получим 



















....

...........................................

,...

,...

2211

22221122

12211111

nnnnnn

nn

nn

zazazax

zazazax

zazazax

      (5.7) 

 Систему (5.7) можно записать в матричном виде: 











































nn z
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z
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2

1
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1

  или  
































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
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








nn x

x

x
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z

z

z
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2

1

12

1

. 

 Пример 5.2. В базисе е1, е2, е3 задан вектор х = (4, 0, –12). Найдите ко-
ординаты этого вектора в базисе 

l1 = e1 + 2e2 + e3; l2 = 2e1 + 3e2 + 4e3; l3 = 3e1 + 4e2 + 3e3. 
 Решение. Запишем матрицу перехода для нашего случая. 



















341

432

321

А . 

 По условию задачи   х = 4e1 + 0e2 –12e3. Пусть в базисе l1, l2,  l3 вектор х 
имеет координаты х = (z1, z2,  z3). Тогда  





















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































12

0

4
1

3

2

1
1

3

2

1

A

x

x

x

A

z

z

z

. 

Матрица А–1 будет иметь вид: 
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























125

202

167

4

11A . 

Тогда     















































































8

8

4

12

0

4
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202

167

4

1

3

2

1

z

z

z

, т.е. вектор х может быть 

разложен по базису х = –4l1 – 8l2 + 8l3. 
 

5.4 Евклидово пространство 
 

 В линейном пространстве R задано скалярное произведение, если каж-
дой паре векторов х и у из R поставлено в соответствие такое число  

(х, у) = ху = 



n

i
iinn yxyxyxyx

1
2211 , 

что выполняются следующие условия: 
1) х  у = у  х — коммутативное свойство; 
2) x  (y + z) = x  y + x  z — дистрибутивное свойство; 
3) (х)  у = (х  у), где  — любое действительное число; 
4) х  х > 0, если х — ненулевой вектор; х  х = 0, если х — нулевой вектор. 

Линейное пространство, в котором задано скалярное произведение, на-
зывается евклидовым пространством и обозначается Е. 

Длиной или модулем вектора х в евклидовом пространстве называют 
корень квадратный из его скалярного квадрата и обозначают   

22
2

2
1 ... nхххххх 



. 

Вектор х, длина которого равна 1, называют нормированным вектором. 
Угол  между векторами х и у определяется равенством  










yх

yх
cos .     (5.8) 

Из формулы (5.8) следует математическое выражение для скалярного произ-
ведения  




cosyхyх .    (5.9) 

Два вектора евклидова пространства называются ортогональными, ес-
ли их скалярное произведение равно нулю. 

Базис е1, е2, ..., еr евклидова пространства называется ортогональным, 
если векторы попарно ортогональны, т.е. eiej = 0 при ji   (i, j = 1, 2,…, n). 
Если базис евклидова пространства е1, е2, ..., еr ортогонален и модули | еi | = 1 
при i = 1, 2, ..., n, то базис называют ортонормированным. 
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Теорема 5.3. Во всяком n-мерном евклидовом пространстве существу-
ет ортонормированный базис (примем без доказательства). 

Например, легко убедиться, что система векторов е1(1, 0,…, 0, 0), 
е2(0, 1,…, 0, 0), …, еn(0, 0,…, 0, 1) образует ортонормированный базис. 

 

5.5 Линейные операторы. Собственные векторы и собственные 
значения линейного оператора 

 

 Если задано правило, по которому каждому вектору х Rn ставится в 
соответствие единственный вектор уRm , то говорят, что задан оператор 
(отображение)  хА

~ , действующий из Rn в Rm и записывают  хАу
~

 . 
 Оператор называется линейным, если для любых х, уRn и любого чис-
ла  выполняются соотношения: 

1)    уАхАухА
~

)(
~~

 ;       2)    .~~
хАхА   

Вектор х  0 называется собственным вектором линейного оператора 
А
~ , если найдется такое число , что   ххА 

~ . Число  называется собст-
венным значением оператора А~ , соответствующим вектору х. 

Равенство   ххА 
~ , как правило, записывают в матричной форме 

ХАХ  , где Х — матрица столбец из координат вектора х,  А — матрица 
линейного оператора или в развернутом виде: 


















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..........................................

,...
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2211

22222112

11212111
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xxахаха

xxахаха

xxахаха

   (5.10) 

Данную систему можно переписать в виде: 
 

 

 

















,0...

..........................................

,0...

,0...

2211

2222112

1212111

nnnnn

nn

nn

xахаха

xахаха

xахаха

  (5.11) 

или в матричной форме   0 ХЕА , где  Е — единичная матрица поряд-
ка n. Это однородная система уравнений, поэтому для существования нену-
левого решения необходимо и достаточно, чтобы определитель системы был 
равен 0, т.е. 

0

...

...............

...

...

21

22221

11211











nnnn

n

n

aaa

aaa

ааа

ЕА .  (5.12) 

Данный определитель есть многочлен n–ой степени и называется ха-
рактеристическим  многочленом матрицы А (оператора А

~ ), а уравнение 
(5.12) — характеристическим уравнением. 
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Пример 5.3. Найдите собственные значения и собственные векторы 
линейного оператора А~  (матрицы А). 















 



031

301

221

А . 

Решение. 1) Составляем характеристическое уравнение, используя 
формулу (5.12) 

   091

31

31

221
2 







 ЕА . 

Решая полученное уравнение, найдем три собственных значения опе-
ратора А~ : 11  , 32  , 33  . 

2) Найдем собственный вектор х(1), соответствующий собственному 
значению 11  : 

  0 ХЕА  или 


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








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


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0

131

311

220

3

2

1

х

х

х

. 

Запишем матричное уравнение в виде системы уравнений: 















.03

,03

,022

321

321

32

ххх

ххх
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Для решения системы второе уравнение умножим на (–1) и сложим его 
с третьим уравнением: 















.044

,03

,022

32

321

32

хх

ххх
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Так как в системе получилось два одинаковых уравнения (первое и 
третье), то ранг системы r = 2, число неизвестных n = 3, следовательно, одна 
неизвестная должна быть свободной, так как n – r = 1. Пусть х3 = с. Тогда из 

системы  








,0

,03

32

321

хх

ххх
   найдем базисные неизвесные:









.23

,

1

2

сссх

сх
  

Получили первый собственный вектор линейного оператора А~ :  
х(1) = (–2с, с, с). 
3) Аналогично, при 33  , получаем систему уравнений  









,0

,0

32

321

хх

ххх
 полагая х3 = с1, находим второй собственный вектор  

х(2) = (0, с1, с1). 
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 4) При 32   получаем систему уравнений 








,075

,03

32

321

хх

ххх
. Пола-

гая х3 = 5с2, получим третий собственный вектор х(3) = (16с2, –7с2, 5с2). 
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Лекция 9 
6. Квадратичные формы 
 

 Квадратичной формой называют однородный многочлен 
),...,,( 21 nxxxL  второй степени относительно n переменных. 

   
 


n

i

n

j
jiijn xxaxxxL

1 1
21 ,...,, .      (6.1) 

 Если все коэффициенты квадратичной формы действительные числа, 
то она называется вещественной. 
 Будем предполагать в дальнейшем, что коэффициенты квадратичной 
формы ija  — действительные числа, причем jiij aa  . Для члена, содержаще-
го ji xx , мы получаем следующую симметричную форму записи: 

ijjijiijjiij xxaxxaxxa 2 . 
Вся квадратичная форма может быть записана в виде: 
   nnnnn xxaxaxxaxxaxxaxaxxxL 22

2
2221221112112

2
11121 ......,...,,

2
2211 ....... nnnnnnn xaxxaxxa  .                              (6.2) 

 Матрица  ijaА  (i, j =1, 2, …, n), составленная из коэффициентов 
квадратичной формы, называется матрицей квадратичной формы. 
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...

21

22221

11211

 — матрица квадратичной формы. 

Так как  jiij aa  , то матрица  А — симметричная матрица, т.е. ААТ  . 
 Если две квадратичные формы имеют одну и ту же матрицу, то эти 
формы могут отличаться друг от друга только обозначением переменных. 
Две такие квадратичные формы можно считать одинаковыми. Таким обра-
зом, квадратичные формы вполне определяются своими матрицами. 

 Пример 6.1. Для квадратичной формы L составьте еѐ матрицу. 
323121

2
1321 242),,( xxxxxxxxxxL  . 

 Решение. Перепишем квадратичную  форму в виде: 

2
3231332

2
2123121

2
1 0

2

1

2

1
0222 хxxxxxxхxxxxxxxL  . 

Следовательно, еѐ матрица равна 



















0211

2102

122

А . 
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 Для квадратичной формы можно использовать  компактную матрич-
ную запись: AXXL T , где  Х — матрица столбец переменных, т.е.  

 













































nnnnn

n

n

n

x

x

x

aaa

aaa

aaa

xxxL
...

...

............

...

...

),...,,(
2

1

21

22221

11211

21 . 

 Предположим, что задано линейное преобразование переменных 



















,...

..........................................

,...

,...

2211

22221212

12121111

nnnnnn

nn

nn

ycycycx

ycycycx

ycycycx

         (6.3) 

выражающее переменные nxxx ,...,, 21  через новую систему переменных 
nyyy ,...,, 21 . Если через  С обозначить матрицу преобразования (6.3), а через 

Х и Y — столбцы из старых и новых переменных соответственно, то преобра-
зование (6.3) примет следующую матричную форму  X = CY. Выясним, как 
меняется матрица квадратичной формы при линейном преобразовании пере-
менных. 
 Подвергнем форму AXXL T  преобразованию (6.3). Так как 

  TTTT CYCYX  , то получим:      YACCYCYACYAXXL TTTT  . 

 Итак, при невырожденном линейном преобразовании X = CY матрица 
квадратичной формы принимает вид: 

ACCA T* .            (6.4) 
 Пример 6.2. Дана квадратичная форма  

323121
2
3

2
2

2
1 628257 xxxxxxxxxL  . 

Найдите квадратичную форму, полученную из данной, линейным преобразо-
ванием 















.2

,22

,

3213

3212

3211

yyyx

yyyx

yyyx

 

 Решение. Матрица данной квадратичной формы имеет вид 

























231

354

147

А , а матрица линейного преобразования  


















211

221

111

С . По 

формуле (6.4) найдем матрицу искомой квадратичной формы 
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ACCA T*  = 
















221

121

111























231

354

147




































100

030

002

211

221

111

, 

а квадратичная форма имеет вид    2
3

2
2

2
132,1 32, yyyyyyL  . 

 Квадратичная форма вида 22
222

2
111 ... nnnxaxaxaL  , 

не содержащая членов с произведением различных переменных и имеющая 
диагональную матрицу, называется диагональной квадратичной формой, ко-
торую часто называют также канонической. 
 Теорема 6.1. (теорема Лагранжа). Всякая квадратичная форма при по-
мощи невырожденного линейного преобразования переменных может быть 
приведена к диагональному (каноническому) виду. 
 Пример 6.3. Приведите к диагональному виду форму  

3121
2
3

2
2

2
1 423 xxxxxxxL  . 

 Решение. Вначале выделим полный квадрат при переменной х1, коэф-
фициент при квадрате которой отличен от нуля: 

        2
3

2
2

2
32

2
32321

2
1 32222 xxxxxxxxxxL  

    
2

321
2
3

2
2

2
332

2
2

2
321 23442 xxxxxxxxxxxx  

     2
3

2
332

2
2

2
321

2
332

2
2 5222342 xxxxxxxxxxxx  

    2
3

2
32

2
321 522 xxxxxx  . 

Следовательно, при помощи преобразования  















,

,2

33

,322

3211

xy

xxy

xxxy

 

форма приводится к виду  2
3

2
2

2
1 52 yyyL  . 

 Рассмотрим еще один способ преобразования квадратичной формы к 
каноническому виду, используя следующую теорему. 
 Теорема 6.2. Каждая вещественная квадратичная форма 

),...,,( 21 nxxxL   с матрицей  А при помощи некоторого ортогонального пре-
образования переменных 'BXX   может быть приведена к каноническому 
виду  

2'2'
22

2'
11 ... nnxxxL     (6.5) 

Коэффициенты n ,...,, 21  при квадратах новых переменных с точностью 
до порядка определены формой ),...,,( 21 nxxxL  однозначно: они совпадают с 
корнями характеристического уравнения 0 ЕА  матрицы А. Столбцы 
ортогональной матрицы В  являются собственными векторами матрицы А, 
соответствующими собственным значениям n ,...,, 21 . 
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 Пример 6.4. Приведите к каноническому виду квадратичную форму 
2
221

2
1 955215 xxxxL  . 

 Решение. В нашем случае 1511 a ,  552112  aa ,  922 a . 
Составим характеристическое уравнение 

  ,0
955

5515




   или     055915  ,  080242  , находим  

собственные значения 41  ,  202  . 
Определяем собственные векторы. Если 41  , то получаем систему уравне-

ний ,0
555

5511

2

1



























х

х
  или 









.0555

,05511

21

21

хх

хх  

Из системы находим, что .
11

5
21 xx   Полагая cx 2 , ,

11

5
1 cx   получаем 

первый собственный вектор 













21
11

5
eecu . 

Если 202  , то приходим к системе  ,0
1155

555

2

1



























х

х
  или 









.01155

,0555

21

21

хх

хх  Из системы находим, что .
11

5
12 xx   Полагая cx 1 , 

,
11

5
2 cx   получаем второй собственный вектор  














21
11

5
eecv . Для 

того, чтобы пронормировать векторы 


u  и  


v , примем 

4

11
1

11

5
1 2

2











с . Таким образом, мы нашли нормированные соб-

ственные векторы 











21
'
1 115

4

1
eee ,  












21
'
2 511

4

1
eee . Матрица 

перехода от ортонормированного базиса  


21, ee  к ортонормированному бази-

су 


'
2

'
1, ee  имеет вид 


















45411

41145
B . 

 Отсюда получаем формулы для преобразования координат 

 '
2

'
11 115

4

1
xxx  ,   '

2
'
12 511

4

1
xxx  . 

 Подставляя данные формулы в квадратичную форму, получим 
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     

      .204511
4

1
9

511
4

1
115

4

1
552115

4

1
15

2'
2

2'
1

2
'
2

'
1

'
2

'
1

'
2

'
1

2
'
2

'
1

xxxx

xxxxxxL







































 

 Этот результат можно было бы получить сразу, так как согласно фор-

муле (6.5)  .204
2'

2

2'
1

2'
22

2'
11 xxxxL   

Мы привели квадратичную форму к каноническому виду при помощи 
ортогонального преобразования В. 

Как видно из примеров, канонический вид квадратичной формы не яв-
ляется однозначно определенным, так как одна и та же квадратичная форма 
может быть приведена к каноническому виду многими способами. Однако 
полученные различными способами канонические формы обладают рядом 
общих свойств. Одно из этих свойств раскрывает следующая теорема. 
 Теорема 6.3. (закон инерции квадратичных форм). Число слагаемых с 
положительными (отрицательными) коэффициентами квадратичной формы 
не зависит от способа приведения формы к этому виду. 
 Отметим, что ранг матрицы квадратичной формы, называемый рангом 
квадратичной формы, равен числу отличных от нуля коэффициентов кано-
нической формы и не меняется при линейных преобразованиях. 
 Квадратичная форма называется положительно определенной, если 
при всех значениях переменных, из которых хотя бы одно отлично от нуля, 

0),...,,( 21 nxxxL  и отрицательно определенной, если 0),...,,( 21 nxxxL . 
 Например, квадратичная форма 2

221
2
1 xxxxL   является положи-

тельно определенной, а форма 2
221

2
1 xxxxL   — отрицательно опреде-

ленной. 
 Теорема 6.4.  Для того, чтобы квадратичная форма AXXL T  была 
положительно (отрицательно) определенной, необходимо и достаточно, что-
бы все собственные значения , матрицы А были положительны (отрица-
тельны). 
 Пример 6.5. Покажите, что квадратичная форма  

2
221

2
1 31027 xxxxL    является положительно определенной. 

Решение. Матрица квадратичной формы имеет вид 













35

527
А . Со-

ставим характеристическое уравнение ,0
35

527





 или 

056302  , откуда 21  , 282  . Так как корни характеристическо-
го уравнения положительны, то квадратичная форма положительно опреде-
ленная.  

Для установления знакоопределенности квадратичной формы в ряде 
случаев удобнее применять критерий Сильвестра. 
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Теорема 6.5.  Для того  чтобы квадратичная форма была положительно 
определенной, необходимо и достаточно, чтобы все главные миноры  матри-
цы этой формы были положительны, т.е. 01  , 02  ,…, 0n , где 

nnnn

n

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211

 . 

Замечание. Для отрицательно определенных квадратичных форм знаки 
главных миноров чередуются, начиная со знака «минус» для минора первого 
порядка. 

Пример 6.6. Выясните, является ли положительно определенной квад-
ратичная форма 3221

2
3

2
2

2
1 44543 xxxxxxxL  . 

Решение. Матрица квадратичной формы имеет вид 




















520

242

023

А . 

Составим главные миноры этой матрицы, расположенные в левом верхнем 

углу: 031  , 08
42

23
2  , 028

520

242

023

3 



 . Так как все 

миноры положительные, то данная квадратичная форма положительно опре-
деленная. 
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Лекции 10-11 
7. Кривые второго порядка 
 

Рассмотрим линии, определяемые уравнениями второй степени отно-
сительно текущих координат 

022  FEyDxCyBxyAx .                         (7.1) 
Коэффициенты уравнения — действительные числа, но по крайней мере од-
но из чисел А, В или С отлично от нуля. Такие линии называются линиями 
(кривыми) второго порядка, к которым относятся окружность, эллипс, гипер-
бола и парабола. 

7.1 Окружность 
Простейшей кривой второго порядка является окружность. 

Окружностью называется геометрическое место точек плоскости, от-
стоящих от некоторой фиксированной точки M0(x0; y0) (называемой центром 
окружности) на одинаковом расстоянии R (называемой радиусом окружно-
сти).  

 
 

Рис. 7.1. 
Составим уравнение окружности. Пусть точка ),( yxM — произвольная 

точка окружности, тогда по определению окружности RMM 0  или 
22

0 RMM  . Получаем уравнение окружности:  
 22

0
2

0 )()( Ryyxx  ,                     (7.2) 
которое называется каноническим уравнением окружности. 
Раскроем скобки в уравнении (7.2). 

022 22
00

22
00

2  Ryyyyxxxx    или 
0)(22 22

0
2

000
22  Ryxyyxxyx . 

Введем обозначения: 22
0

2
000 ;2;2 RyxFyExD  , тогда получим 

022  FEyDxyx .                          (7.3) 
Уравнение (7.3) второй степени относительно координат х и у. В нем коэф-
фициенты перед х2 и у2 равны между собой, а члены с произведением ху от-
сутствуют. Уравнение (7.3)  называется общим уравнением окружности. 

 Пример 7.1. Дано уравнение второй степени: 
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044222  yxyx . 
Найдите координаты центра окружности и еѐ радиус. 
Решение. Данная линия есть окружность, преобразуем еѐ уравнение к 

каноническому виду, для чего проделаем алгебраические преобразования. 
044)44(1)12( 22  yyxx   или 222 3)2()1(  yx . Таким 

образом, центр окружности находится в точке (1, –2), а радиус равен 3. 
 

7.2 Эллипс 
 

Эллипсом называется геометрическое место (рис. 7.2) точек M(x; y), 
сумма расстояний от каждой из которых до двух данных точек F1 и F2, назы-
ваемых фокусами, есть величина постоянная, которая больше расстояния 
между фокусами.  

 
       

Рис. 7.2. 
Выведем уравнение эллипса.  Согласно определению эллипса, 

arrMFMF 22121  . Пусть фокусы имеют координаты )0,(1 cF  , 
)0,(2 cF . 

Легко проверить (по формуле расстояния между двумя точками), что верны 
следующие равенства:   22

1 ycxr  ,   22
2 ycxr   

Поэтому из равенства arr 221   получаем:  

    aycxycx 22222
  или 

2222 )(2)( ycxaycx  . 
Освободимся от радикалов, возведя обе части дважды в квадрат и приводя 
подобные: 

)()( 22222222 caayaxca  . Разделив обе части уравнения на произве-

дение )( 222 caa   (по условию a >c), получим  1
22

2

2

2





ca

y

a

x . Обозначим 

222 cab  ,      (7.4) 
тогда уравнение эллипса будет иметь вид: 

1
2

2

2

2


b

y

а

х .     (7.5) 

Это уравнение называется каноническим уравнением эллипса, величи-
ны r1 и r2 — фокальные радиусы точки M(x; y), F1, F2 — фокусы эллипса, 
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0,0  yx — оси симметрии, величина 2a — большая ось, 2b — малая ось, 
2c=F1F2 — фокусное расстояние  (рис. 7.3). 

 
           

     Рис. 7.3. 

Отношение 
a

c
  называется эксцентриситетом эллипса, который ха-

рактеризует форму эллипса (меру его сжатия).  
Очевидно, что 10  . Формулу для вычисления эксцентриситета эл-

липса можно переписать в виде 
2

2

2222

1 















a

b

a

ba

a

ba . Най-

дем из данного уравнения отношение 
a

b :    21 
a

b . 

Отсюда видно, чем меньше эксцентриситет эллипса, тем эллипс будет 
менее сплющенным; если положить 0 , то эллипс превращается в окруж-
ность. 

Фокальные радиусы-векторы выражаются через абсциссу точки эллип-
са по формулам: xar 1  (левый фокальный радиус-вектор) и xar 2  
(правый фокальный радиус-вектор). 

Из равенства (7.4) следует, что ba  . Если же ba  , то уравнение (7.5) 
определяет эллипс, большая ось которого 2b лежит на оси Оу, а малая ось 2a 
— на оси Ох (рис. 7.4). Фокусы такого эллипса находятся в точках );0(1 cF  и 

);0(2 cF  , где 22 abc  . 

 
           

 Рис. 7.4. 
Уравнение эллипса может быть записано в виде  
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1
)()(

2

2
0

2

2
0 






b

yy

a

xx
. 

Для его построения необходимо выполнить параллельный перенос на-

чала координат по формулам 








,

,

0
'

0
'

yyy

xxx  т.е. поместить начало новой сис-

темы координат О1 в точку );( 00 yx  (направление осей координат прежнее) 
(рис. 7.5). 

 
              

    Рис. 7.5. 
 

7.3 Гипербола 
 

Гиперболой  называется  геометрическое место точек, разность рас-
стояний от каждой из которых до двух данных точек F1 и F2, называемых 
фокусами, есть величина постоянная. Эта постоянная должна быть положи-
тельной и меньше расстояния между фокусами.  

Пусть точка M(x; y) — произвольная точка, принадлежащая гиперболе,  
и  фокусы имеют координаты )0,(1 cF  , )0,(2 cF .  

Тогда aMFMF 212   или aycxycx 2)()( 2222  . 
Производя аналогичные действия, что и при выводе уравнения эллипса, по-

лучим   1
22

2

2

2





ас

y

a

x
. Так как ac , то введем обозначение 

222 acb  ,                                               (7.6) 
 тогда уравнение гиперболы примет вид:  

1
2

2

2

2


b

y

a

x .                                              (7.7) 

Уравнение (7.7) называется каноническим уравнением гиперболы. 
Чтобы более ясно представить себе вид гиперболы, рассмотрим две прямые. 

Перепишем уравнение (7.7) в виде 22 ax
a

b
y  . При достаточно боль-

ших значений х:  xxax  222 , т.е. при x
a

b
yx  . Ветви гипер-
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болы как угодно близко подходят к прямым x
a

b
y  , называемым асим-

птотами гиперболы (рис. 7.6). 

 
 
            Рис. 7.6. 

Точки )0;(1 аА  и )0;(2 аА        называются вершинами гиперболы, а 
отрезок аАА 221   — действительной осью, отрезок аОАОА  21 — дей-
ствительной полуосью гиперболы. Отрезок bВВ 221  , соединяющий точки 

);0(1 bB  и );0(2 bB        называется мнимой осью, число b — мнимой полу-
осью. 

Прямоугольник со сторонами 2а и 2b называется основным прямо-
угольником гиперболы. 

При построении гиперболы целесообразно сначала построить основной 
прямоугольник гиперболы, провести прямые, проходящие через противопо-
ложные вершины этого прямоугольника, — асимптоты гиперболы и отме-
тить вершины А1 и А2  гиперболы. 

Гипербола называется равносторонней, если еѐ полуоси равны (а = b). 
Еѐ каноническое уравнение: 222 ayx  . 

Асимптоты равносторонней гиперболы имеют уравнения xy   и 
xy   и, следовательно, являются биссектрисами координатных углов. 
Эксцентриситетом гиперболы называется отношение  расстояния ме-

жду фокусами к величине действительной оси гиперболы: 
a

c
 , где 

22 baс   согласно формуле (7.6). Так как для гиперболы aс , то 1 . 
Эксцентриситет гиперболы характеризует еѐ форму. Действительно, из ра-

венства (7.6) следует, что 1
2

2

2

2


a

c

a

b , т.е. 12 
a

b   и  
2

1 








a

b . 

Отсюда следует, что чем меньше эксцентриситет гиперболы, тем 
меньше отношение еѐ полуосей, а значит, тем более вытянут еѐ основной 
прямоугольник. 

Эксцентриситет равносторонней гиперболы равен 2 .  
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Фокальные радиусы векторы правой ветви гиперболы: axr 1  
(левый фокальный радиус-вектор) и axr 2  (правый фокальный радиус-
вектор). 

Фокальные радиусы векторы левой ветви гиперболы: axr 1  
(левый фокальный радиус-вектор) и axr 2  (правый фокальный радиус-
вектор). 

Кривая, определяемая уравнением 1
2

2

2

2


a

x

b

y , также есть гипербо-

ла, действительная ось 2b которой расположена на оси Оу, а мнимая ось 2a 
— на оси Ох.  Она изображена пунктиром на рис. 7.7. 

 
        

Рис. 7.7. 

 Очевидно, что гиперболы  1
2

2

2

2


b

y

a

x   и  1
2

2

2

2


a

x

b

y  имеют общие 

асимптоты. Такие гиперболы называются сопряженными. 
 Уравнение гиперболы с центром в точке  001 , yxО  и полуосями а и b 

будет иметь вид: 1
)()(

2

2
0

2

2
0 






b

yy

a

xx
 (рис. 7.8). 

 
 
         Рис. 7.8. 
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7.4 Парабола 
 

Параболой называется геометрическое место точек, каждая из которых 
находится на одинаковом расстоянии от данной точки, называемой фокусом, 
и данной прямой, называемой директрисой.  
Расстояние от фокуса F до директрисы называется параметром параболы и 
обозначается p (p > 0).  

Для вывода уравнения выберем систему координат Оху так, чтобы ось 
Ох проходила через фокус F перпендикулярно директрисе в направлении от 
директрисы к F, а начало координат O расположим посередине между фоку-
сом и директрисой (рис. 7.9). 

 
 
      Рис. 7.9. 

По определению параболы  KM=MF,  







 y
p

K ;
2

, тогда 

2
2

2

22



















p
xy

p
x . После возведения обеих частей в квадрат бу-

дем иметь: 
44

2
22

2
2 p

pxxy
p

pxx     или  

 pxy 22  .                                            (7.8) 
Уравнение (7.8) называется каноническим уравнением параболы. Урав-

нения pxy 22  , pyx 22   и pyx 22  (p > 0) также определяют параболы, 
которые изображены на рис. 7.10. 

 
      Рис. 7.10. 



62  
 

 

  
Параболы, изображенные на рис. 7.11, имеют соответствующие уравнения. 

 
      
      Рис. 7.11. 
 

7.5 Общее уравнение линий второго порядка и его исследование 
 

Уравнения окружности, эллипса, гиперболы и параболы после преобразова-
ний можно записать с помощью единого уравнения вида 

022  FEyDxCyAx ,    (7.9)  
где коэффициенты А и С не равны нулю одновременно. 
 Возникает вопрос: всякое ли уравнение вида (7.9) определяет одну из 
кривых второго порядка и как определить тип этой кривой? Ответ дает сле-
дующая теорема. 
 Теорема 7.1. Уравнение (7.9) определяет: 

 окружность при  А = С, т.е. коэффициенты перед х2 и у2 равны ме-
жду собой; 

 эллипс при 0СА , т.е. коэффициенты перед х2 и у2 должны 
иметь одинаковые знаки; 

 гиперболу при 0СА , т.е. коэффициенты перед х2 и у2 должны 
иметь разные знаки; 

 параболу при 0СА , т.е. либо А = 0, либо С = 0. 
Пример 7.2. Установите вид кривой второго порядка и постройте еѐ. 

а) 0891864916 22  yxyx     б) 0112102  yxx . 
Решение. а) Так как коэффициенты перед 2x   и  2y  противоположны 

по знаку, то это уравнение гиперболы. Приведем его к каноническому виду.  
    0891896416 22  yyxx , 

    0899641294416 22  yyxx , 
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    14419216
22
 yx , 

   
1

16

1

9

2
22





 yx . 

Для построения данной гиперболы начало координат необходимо поместить 
в точку (2; –1) и построить прямоугольник со сторонами 2а = 6, 2b = 8. Чер-
теж сделайте самостоятельно. 
б) Указанное уравнение определяет параболу, так как С = 0. Действительно, 

02511225102  yxx , 
  1425

2
 yx ,      )7(25

2
 yx . 

Получили каноническое уравнение параболы с вершиной в точке О1(–5; –7) и 
1p . 

 Рассмотрим теперь уравнение второй степени, в котором присутствует 
произведение координат xy: 

022  FEyDxCyBxyAx .   (7.10) 
 Используя поворот координатных осей на угол , можно преобразовать 
уравнение (7.10) так, чтобы в нем отсутствовал член с произведением коор-
динат. 
 При повороте осей координат на угол  (начало координат прежнее, 
угол  отсчитывается против часовой стрелки) зависимость между старыми 
координатами х,  y  и новыми 'х   и  'y  определяются формулами: 









,cossin

,sincos
''

''

yxy

yxx   или  








.cossin

,sincos
'

'

yxy

yxx   (7.11) 

 Угол  выбирают таким образом, чтобы коэффициент при произведе-
нии '' yx   обратился в нуль. Тогда уравнение (7.10) сводится к уравнению  
(7.9). 
 Замечание. Для преобразования уравнения (7.10) к каноническому виду 
кривой второго порядка можно использовать также теорию квадратичных 
форм. 
 Пример 7.3. Приведите к каноническому виду уравнение  

.20955215 22  yxyx  
 Решение. Преобразуем данное уравнение, используя формулы (7.11) 
поворота осей координат:  

    
  ,20cossin9

cossinsincos552sincos15

2''

''''2''





yx

yxyxyx
 

или          
2'22 sin9sincos552cos15 x  

   ''22 sin552cos552cossin30cossin18 yx  

              20cos9cossin552sin15
2'22  y . 
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Приравнивая к нулю коэффициент при произведении  '' yx  , имеем 
  0sincos552cossin12 22    или 055212552 2  tgtg . 

Отсюда получаем  два различных решения, 
11

5
1 tg ,  

5

11
2 tg , кото-

рые соответствуют двум взаимно перпендикулярным направлениям, поэтому, 

взяв  
5

11
tg   вместо 

11

5
tg ,  мы меняем местами оси 'x   и 'y .  

Примем  
5

11
tg  и вычислим sin   и  cos  по формулам 

16

11

1151

1

1

1
sin

2

2 






ctg

,  
16

5

5111

1

1

1
cos

2

2 






tg

, 

4

11
sin  ,  

4

5
cos  . 

 Возьмем положительные значения sin   и  cos , тогда уравнение 
примет вид: 

,20
16

5
9

16

55
552

16

11
15

16

11
9

16

55
552

16

5
15

2'2' 




















 yx  

или после упрощения  20204
2'2'  yx . Разделив обе части уравнения на 20, 

получим каноническое уравнение эллипса: 

 
1

15
2

2'

2

2'


yx . 

 Данную задачу можно было решить, используя теорию приведения 
квадратичных форм к каноническому виду. В примере 6.4 мы привели квад-

ратичную форму   22 955215, yxyxyxL   к виду .204
2'2' yxL   

 Приравнивая 
2'2' 204 yxL   к  20 и разделив обе части на 20, полу-

чим тот же результат. 
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