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ВВЕДЕНИЕ                         
 

При проектировании некоторых видов конструкций или узлов машин и 
механизмов расчётная схема может иметь вид пространственного бруса с ло-
маным очертанием его оси. Расчёт пространственного бруса от действующей 
на него нагрузки  начинается с определения внутренних усилий на участках 
бруса. Как известно внутренние усилия определяют методом сечений. На ка-
ждом участке бруса следует провести сечение перпендикулярно к оси бруса и 
рассмотреть равновесие одной из отсечённых частей. В поперечном сечении 
надо показать шесть внутренних силовых факторов: продольную силу N ,  
поперечные силы ,, yx QQ изгибающие моменты yx MM , и крутящий момент zM . 
Чтобы установить характер напряжённого состояния на каждом участке бру-
са следует построить эпюры внутренних усилий.  
        На каждом участке пространственного бруса выбирается «скользящая»   
 (подвижная) прямоугольная система координат ZYX ,, (Рис.1). ОсьZ должна 
совпадать с геометрической осью участка, а вся система координат должна 
быть правой. Правой считается такая система осей координат ,,, ZYX если при 
взгляде с положительного направления оси ,Z поворот оси X к оси Y проис-
ходит против хода часовой стрелки. 
         Для внутренних усилий приняты следующие правила знаков: 
продольная сила N считается положительной, если вызывает растяжение 
бруса. Поперечная сила xQ  (или yQ ) считается положительной, если при 
взгляде с положительного направления оси Y (или оси X ) вектор xQ (или yQ ) 
стремится вращать отсечённую часть бруса по ходу часовой стрелки. Крутя-
щий момент zM  считается положительным, если при взгляде на отсечённую 
часть бруса со стороны внешней нормали к сечению, момент направлен по 
ходу часовой стрелки. Для изгибающих моментов yx MM ,  правило знаков не 
устанавливаем, но их эпюры должны быть построены со стороны растянутых 
волокон соответствующего участка бруса.  

 
 

Рис. 1 
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1. Пример расчёта пространственного бруса. 
 
       Дан пространственный брус (Рис.2), нагруженный сосредоточенными 
силами 1F =2 кН, 2F =1,6 кН и равномерно распределённой нагрузкой интен-
сивностью q =1 кН/м. Все элементы бруса имеют прямоугольное поперечное 
сечение.  ширина сечения  b =10 см, высота сечения h =5 см.  
       Необходимо: 
1.1 Построить в аксонометрии эпюры внутренних усилий                  

zyxyxz MMMQQN ,,,,, . 
1.2 Определить вид сопротивления на каждом участке бруса. 
1.3 Вычислить на каждом участке в опасном сечении наибольшее нормаль-
ное напряжение от усилий yxz MMN ,,  и наибольшее касательное напряжение 
от крутящего момента zM . (Напряжениями от xQ  и yQ  пренебрегаем). 
1.4 Найти расчётное напряжение по III-ей теории прочности на участке, на 
котором возникают нормальные и касательные напряжения. 

 
 

Рис.2 
 

1.1 Построение эпюр внутренних усилий 
 

Брус состоит из четырёх прямолинейных элементов, перпендикулярных 
друг к другу. Последовательно разрезаем брус на каждом участке и, отбросив 
часть бруса, содержавшего защемлённый конец, в поперечном сечении ос-
тавшейся части показываем координатные оси ZYX ,, . Начало координат по-
мещаем в центре тяжести сечения, ось Z  направляем наружу от оставшейся 
части вдоль оси бруса, а оси YX , совместим с главными осями инерции попе-
речного сечения. 

Составляем шесть уравнений равновесия отсечённой части, из которых 
найдём аналитические выражения внутренних усилий, а также численные 
значения усилий на концах каждого участка.    
 

Участок  АВ     0 5,01 ≤≤ z м 
На рис.3 показана отсечённая часть бруса на участке АВ. 
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Рис.3 
 

01 =⋅−−=∑ zqQF xx ,  1zqQx ⋅−= , уравнение прямой линии, 
                                     при  01 =z ,  0=xQ ; 
                                     при  5,01 =z м  5,05,01 −=⋅−=xQ кН. 

.0==∑ yy QF  

.0==∑ zz NF  
.0==∑ xx Mm  

.0
2

2
1 =

⋅
+=∑ zq

Mm yy   
2

2
1zqM y

⋅
−= ,  уравнение параболы, 

                                       при 01 =z , 0=yM , 

                                       при 5,01 =z м, 125,0
2

5,01 2

−=
⋅

−=yM кНм  

.0==∑ zz Mm  
                                                 
                                                  Участок  ВС    8,00 2 ≤≤ z м 
На рис.4 приведена отсечённая часть бруса на участке ВС. 

 
 

Рис.4 
 
Составляем шесть уравнений равновесия. 

.0=−=∑ xx QF     
01 =−=∑ FQF yy ,  21 == FQy кН,  постоянная величина на участке. 

0=⋅+=∑ aqNF zz ,  5,05,01 −=⋅−=zN кН = const. 



 7

,021 =⋅+=∑ zFMm xx   21 zFM x ⋅−= ;   при ,02 =z  0=xM ; 
                                                            при ,8,02 =z  6,18,02 −=⋅−=xM кНм. 

0
2

2

=
⋅

+=∑ aqMm yy ,  125,0
2

5,01 2

−=
⋅

−=yM кНм =const. 

.0==∑ zz Mm  
                                                   
                                                   Участок  СD  0 8,13 ≤≤ z м 
На рис.5 изображена отсечённая часть бруса на участке CD. 

 
 

Рис.5 
 
Составляем шесть уравнений равновесия. 

,02 =−−=∑ FQF xx   6,12 −=−= FQx кН,  постоянная величина. 
,0=⋅−=∑ aqQF yy   5,05,01 =⋅=⋅= aqQy кН = const. 

,01 =−=∑ FNF zz   21 == FN z кН = const. 
,013 =⋅+⋅⋅+=∑ bFzaqMm xx   bFzaqM x ⋅−⋅⋅−= 13 ;                                                              

                                                   при ,03 =z  6,18,02 −=⋅−=xM кНм;      
                                                   при  2,13 =z м , 2,28,022,15,01 −=⋅−⋅⋅−=xM кНм.     
 ,032 =⋅+=∑ zFMm yy  32 zFM y ⋅−= ; 
                                                   при ,03 =z  0=yM ;                                                      
                                                   при 2,13 =z м,  92,12,16,1 −=⋅−=yM кНм; 

,0
2

2

=
⋅

−=∑ aqMm zz   125,0
2

5,01
2

22

=
⋅

=
⋅

=
aqM z кНм = const. 

 
                                                   Участок  DК  0,10 4 ≤≤ z м 
 На рис.6 показана отсечённая часть  бруса на участке ДК. 
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Рис.6 
 
Составляем шесть уравнений равновесия 

,02 =−−=∑ FQF xx   6,12 −=−= FQx кН. 
01 =−=∑ FQF yy ,  0,21 == FQy кН. 

,0=⋅+=∑ aqNF zz   5,05,01 −=⋅−=⋅−= aqN z кН. 
,0)( 41 =+⋅+⋅⋅+=∑ zbFcaqMm xx   )( 41 zbFcaqM x +⋅−⋅⋅−= ; 

                при  ,04 =z   2,28,022,15,01 −=⋅−⋅⋅−=xM кНм; 
                при  14 =z м,  2,4)18,0(22,15,01 −=+⋅−⋅⋅−=xM кНм. 

,0
2 42

2

=⋅+
⋅

+=∑ zFaqMm yy   42

2

2
zFaqM y ⋅−

⋅
−= ; 

                при  ,04 =z   125,0
2

5,01 2

−=
⋅

−=yM кНм ; 

                при  14 =z м,  725,116,1
2

5,01 2

−=⋅−
⋅

−=yM кНм. 

,02 =⋅+=∑ cFMm zz    92,12,16,12 −=⋅−=⋅−= cFM z кНм =const. 
 
Эпюры внутренних усилий, построенные по полученным результатам, 
представлены на рис.7. 
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Рис.7 
 

1.2 Определение вида сопротивления на участках бруса 
 
             Анализируя эпюры внутренних усилий, устанавливаем на каждом 
участке вид сопротивления бруса. 
На участке АВ действуют изгибающий момент yM  и поперечная сила ,xQ  
следовательно, имеет место плоский поперечный изгиб. 
На участке ВС действуют изгибающие моменты ,, yx MM поперечная сила yQ  
и продольная сила ,zN  следовательно, возникает сочетание двух плоских из-
гибов и сжатия бруса. 
На участке СD  действуют шесть внутренних усилий: изгибающие моменты 

yx MM , , крутящий момент zM , поперечные силы yx QQ ,  и продольная сила zN . 
Следовательно, брус испытывает сочетание косого изгиба, кручения и растя-
жения. 
На участке DК также присутствуют шесть внутренних усилий:  

zyxzyx NQQMMM ,,,,,  и возникают  косой изгиб, кручение и сжатие бруса. 
 
1.3  Определение наибольших напряжений в опасном сечении на каждом 
       участке бруса. 
 

Участок АВ 
(Касательными напряжениями от поперечных сил пренебрегаем ввиду их  
малости). 
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        На участке АВ действует изгибающий момент yM , наибольшая величи-
на которого находится в точке В. Поперечное сечение бруса на этом участке 

прямоугольное, осевой момент сопротивления  
6

22

107,41
6

05,01,0
6

−⋅=
⋅

=
⋅

=
hbWy м 3. 

Максимальное нормальное напряжение возникает в 
точке 1 поперечного  сечения (Рис.8) 

0,3
107,41
10125,0

6

3

1 =
⋅
⋅

== −
y

y

W
M

σ МПа 

Рис.8 
 

 
Участок ВС 

На участке ВС возникают нормальные напряжения от изгибающих мо-
ментов yx MM , и продольной силы zN . Поперечное 
сечение бруса прямоугольное, моменты 
сопротивления: 

6
22

103,83
6

1,005,0
6

−⋅=
⋅

=
⋅

=
bhWx м3 ,    

7,41
6

05,01,0
6

22

=
⋅

=
⋅

=
hbWy м3 . 

               Рис.9 
Площадь поперечного сечения 4100,5005,01,0 −⋅=⋅=⋅= hbA м2    

Опасным является сечение бруса, бесконечно близкое к точке С. 
Наибольшее сжимающее напряжение будет в точке 1 сечения. 

31,22
1050
105,0

107,41
10125,0

103,83
106,1

4

3

6

3

6

3

1 −=
⋅
⋅

−
⋅
⋅

−
⋅
⋅

−=++= −−−A
N

W
M

W
M z

y

y

x

xσ МПа. 

 
                                                      Участок СD                                          

На участке CD возникают нормальные напряжения от моментов yx MM , , 
продольной силы zN  и касательные напряжения от крутящего момента kM . 

Опасным является сечение бруса бесконечно близкое к 
точке D. Поперечное сечение прямоугольное, осевые 
моменты сопротивления yx WW ,  и площадь A  
подсчитаны ранее, момент сопротивления kW  при 
кручении стержня прямоугольного сечения вычислим:   

633 106,6105,0493,0 −⋅=⋅=⋅= hWk β м3, 
Рис.10 

 
−β коэффициент, зависящий от отношения большей стороны прямоуголь-      

ника к меньшей, (при b / ,2=h  493,0=β ). 
       Наибольшее растягивающее нормальное напряжение возникает в точке 1 
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поперечного сечения: 

85,72
100,50
100,2

107,41
1092,1

103,83
102,2

4

3

6

3

6

3

1 =
⋅
⋅

+
⋅
⋅

+
⋅
⋅

=++= −−−A
N

W
M

W
M z

y

y

x

xσ МПа. 

        Касательное напряжение в точке 1 равно нулю, 01 =τ .                                              
        Наибольшее касательное напряжение возникает в середине длинной 
стороны, в точке 2: 

 03,2
106,61
10125,0

6

3

2 =
⋅
⋅

== −
k

k

W
M

τ МПа. 

         Нормальное напряжение в точке 2:   

 44,46
0,50
100,2

107,41
1092,10 4

3

6

3

2 =
⋅

⋅
+

⋅
⋅

+=++= −−A
N

W
M

W
M z

y

y

x

xσ МПа. 

                                                       
                                                     Участок  DK 

На этом участке нормальные напряжения возникают от изгибающих мо-
ментов yx MM ,  и от продольной силы .zN  Касательные напряжения – от кру-

тящего момента .zM  
Опасным является сечение, бесконечно близкое к 
заделке. Наибольшее нормальное напряжение сжатия 
будет в точке 1 поперечного сечения, наибольшее 
касательное – в середине длинной стороны, в точке 2. 
 Геометрические характеристики сечения бруса 
подсчитаны ранее. 

Рис.11 
 
         Вычисляем напряжения в точках 1,2 

 89,91
100,50
105,0

107,41
10725,1

103,83
102,4

4

3

6

3

6

3

1 −=
⋅
⋅

−
⋅
⋅

−
⋅
⋅

−=++= −−−A
N

W
M

W
M z

y

y

x

xσ МПа. 

47,41
1050
105,0

107,41
10725,10 4

3

6

3

2 =
⋅
⋅

−
⋅
⋅

−=++= −−A
N

W
M

W
M z

y

y

x

xσ МПа. 

 01 =τ . 

 17,31
106,61
1092,1

6

3

2 −=
⋅
⋅

−== −
k

k

W
M

τ МПа. 

 
 
1.4 Определение эквивалентных напряжений по третьей теории  
        прочности 
 
 Если в некоторой точке поперечного сечения бруса имеются нормальные и 
касательные напряжения, то для расчёта на прочность следует вычислять эк-
вивалентное напряжение по одной из теорий прочности. 
      На участке CD бруса возникают нормальные и касательные напряжения. 



 12

В точке 1 поперечного сечения (Рис.10) действует наибольшее нормальное 
напряжение 85,721 =σ МПа, касательное 01 =τ . 
В точке 2 поперечного сечения имеем наибольшее касательное напряжение 

03,22 =τ МПа, а нормальное 44,462 =σ МПа. 
Вычислим эквивалентные напряжения в точках 1,2 по третьей теории проч-
ности: 
  0485,724 22

1
2
1)1( ⋅+=⋅+= τσσ экв =72,8 МПа. 

  62,4603,2444,464 222
2

2
2)2( =⋅+=⋅+= τσσ экв МПа. 

 Так как  )2()1( эквэкв σσ > , то наиболее опасное состояние материала будет в точ-
ке 1. 
       На участке DK также возникают нормальные и касательные напряжения. 
Эквивалентное напряжение следует вычислять в опасных точках 1 и 2, 
(Рис.11). 
   =⋅+= 2

1
2
1)1( 4 τσσ экв  89,910489,91 2 =⋅+ МПа. 

   87,7417,31447,714 222
2

2
2)2( =⋅+=⋅+= τσσ экв МПа. 

 Опасное состояние материала будет в точке 1, так как )2()1( эквэкв σσ > .       
 Вычисленные эквивалентные напряжения позволяют оценить прочность ма-
териала в наиболее напряжённой точке опасного поперечного сечения бруса, 
или подобрать размеры поперечного сечения на данном участке, если они 
неизвестны.      
 
 

 
Вопросы для самопроверки 

 
1. Какой метод применяется для определения внутренних усилий в попереч-
ном сечении бруса? 
2. В общем случае действия нагрузки, в поперечном сечении пространствен-
ного бруса могут возникнуть шесть внутренних силовых факторов. Перечис-
лите их. 
3. Какие уравнения статики используют для определения внутренних усилий, 
в поперечных сечениях пространственного бруса? 
4. Какие правила знаков приняты для внутренних усилий N,Q,M? 
5. Какой вид имеют эпюры нормальных и касательных напряжений в балке 
прямоугольного поперечного сечения при плоском поперечном изгибе? 
6. Какая прямоугольная система координат называется правой? 
7. По каким формулам определяются нормальные напряжения в поперечных 
сечениях бруса при косом изгибе и внецентренном сжатии или растяжении? 
8. Перечислите классические теории прочности. 
9. Как определяется эквивалентное напряжение в поперечном сечении бруса 
по третьей и четвёртой теориям прочности при действии изгибающего и кру-
тящего моментов? 
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