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1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 

Сложным сопротивлением называется такой вид сопротивления, когда 
имеет место комбинация простейших деформаций: растяжение и сжатие, 
сдвиг, кручение и изгиб. При расчетах на сложное сопротивление применя-
ется принцип независимости действия сил, который справедлив в том слу-
чае, если деформации малы, упругие и выполняется закон Гука. При этом 
действие одной из сил не вызывает существенного изменения в расположе-
нии других сил. Сначала определяются напряжения и деформации от дейст-
вия отдельных силовых факторов, а затем находится полное напряжение 
и деформация как геометрическая или алгебраическая сумма напряжений и 
деформаций, определенных от каждой силы в отдельности. 

На практике имеет место различные комбинации простейших видов де-
формаций и соответственно различные случаи сложного сопротивления: ко-
сой изгиб, внецентренное растяжение (сжатие), изгиб с кручением. Комби-
нация всех простейших деформаций: растяжения (сжатия), кручения, сдвига 
и изгиба — называется общим случаем сложного сопротивления. 

Внецентренным растяжением или сжатием называется случай сложного 
сопротивления, возникающий в том случае, когда линия действия силы не 
совпадает с геометрической осью бруса, при этом она параллельна геомет-
рической оси бруса (рис. 1, а). 

Можно также дать следующее определение внецентренному растяжению 
или сжатию: это случай сложного сопротивления, при котором в поперечном 
сечении бруса одновременно действуют продольная сила и изгибающий мо-
мент. Момент обычно представляется в виде двух составляющих, дейст-
вующих в двух главных плоскостях инерции. 

2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВНУТРЕННИХ УСИЛИЙ  
И НОРМАЛЬНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ 

Для определения внутренних усилий воспользуемся методом сечений. 
Мысленно проводим плоскость на расстоянии z от начала координат 
(рис. 1, б), правую часть отбрасываем, а левую оставляем в рассмотрении 
под действием заданной силы F, координаты точки приложения которой из-
вестны ( Fx  и Fy ) и внутренних усилий zN , xM  и yM . Индексы при M пока-
зывают, относительно какой оси вращает момент. На рис. 1 а, б оси Ox и Oy 
являются главными центральными осями инерции, а Oz — геометрическая 
ось бруса. 

Составим уравнения равновесия: 

0z =∑ ; 0zF N− = ; zN F= ; 

0xM =∑ ; 0F xF y M⋅ − = ; x FM F y= ⋅ ;  (1) 

0yM =∑ ; 0F yF x M⋅ − = ; y FM F x= ⋅ . 
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Остальные три уравнения равновесия не рассматриваются, так как эти 

уравнения тождественно равны нулю. 
Рассмотрим напряженное состояние, возникающее в точке В с координа-

тами x и y. По граням выделенного элемента действуют нормальные напря-
жения от изгибающих моментов xM  — 

xMσ , yM  — 
yMσ  и от продольной си-

лы zN  — 
zNσ  (рис. 2). 
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Воспользуемся принципом независимости действия сил и определим ре-
зультирующее напряжение как алгебраическую сумму напряжений, полу-
ченных от соответствующих внутренних усилий. 

z x yN M Mσ = σ + σ + σ .  (2) 

Составляющие напряжения определим по формулам известным из пер-
вой части курса, где рассмотрены простейшие виды деформаций: 

z

z
N

N
A

σ = ,  (3) 

x

x
M

x

M y
I
⋅

σ = ,  (4) 

y

y
M

y

M x
I
⋅

σ = ,  (5) 

где А — площадь поперечного сечения бруса; x, y — координаты точки В; xI , 
yI  — осевые моменты инерции. 
Рассматривая совместно уравнения (3—5) и уравнение (2) получим фор-

мулу для определений нормальных напряжений в следующем виде 

yz x

y x

M xN M y
A I I

⋅ ⋅
σ = + + .  (6) 

Знак напряжений определяется по знаку деформаций: для растяжения 
“+”, для сжатия “–”. 

Если в формулу (6) подставить значение внутренних усилий из формул 
(1) то получим: 

F F

y x

F F x x F y y
A I I

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
σ = + + .  (7) 

Вынося за скобку F
A

 и имея ввиду, что  

2x
x

I i
A
= , 2y

y

I
i

A
= , 

где xi  и yi  — радиусы инерции, будем иметь 

2 21 F F

y x

F x x y y
A i i
⎛ ⎞⋅ ⋅

σ = + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  (8) 

Получен другой вид формулы для определения нормальных напряжений 
при внецентренном растяжении или сжатии. Формулы (7) и (8) используют-
ся при выполнении расчетов на внецентренное растяжение или сжатие. 
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3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОЛОЖЕНИЯ НЕЙТРАЛЬНОЙ ЛИНИИ 

Рассмотрим поперечное сечение, показанное на рис. 3. По определению, 
на нейтральной линии напряжения и деформации равны нулю, т. е. 

2 21 0F F

y x

F x x y y
A i i
⎛ ⎞⋅ ⋅

σ = + + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  (9) 

 
Так как 0F

A
≠  (если F = 0, отсутствует случай внецентренного растяже-

ния или сжатия), приравниваем к нулю выражение, стоящее в скобках фор-
мулы (9), имеем 

2 21 0F F

y x

x x y y
i i
⋅ ⋅

+ + = , 

или 

2 2 1
y x

FF

x y
i i

yx

+ =
−−

.  (10) 

Приняв  
2
y

x
F

i
a

x
= − ,

2
x

y
F

ia
y

= − ,  (11) 

n 
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y 

x 

O 

 Fx  

 Fy   xa  

 ya  

Эпюра σ  

maxσ  

minσ  

Рис. 3 
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Имеем 

1
x y

x y
a a

+ = .  (12) 

Получено уравнение нейтральной линии в отрезках координат. Отрезки, 
отсекаемые нейтральной линией n — n показаны на рис. 3. 

Формула для определения нормальных напряжений (7 и 8) в координатах 
σ , x, y представляет собой уравнение плоскости не проходящей через начало 
координат, т. е. в общем случае эпюра σ  должна иметь пространственный 
вид. Если провести плоскость перпендикулярно нейтральной линии через 
центр тяжести поперечного сечения, то в пересечении ее с плоскостью, опи-
сываемой формулой для нормальных напряжений, получим прямую линию. 
Эпюра σ  в этом случае будет иметь вид, показанный на рис. 3. Из рассмот-
рения рис. 3 можно сделать очень важный вывод о том, что экстремальные 
значения напряжений будут в точках, наиболее удаленных от нейтральной 
линии. 

Возможны три случая расположения нейтральной по отношению к плос-
кости поперечного сечения: 

1) нейтральная линия пересекает плоскость поперечного сечения  
(рис. 3); 

2) нейтральная линия находится за пределами поперечного сечения 
(рис. 4, а); 

3) нейтральная линия касается поперечного сечения (рис. 4, б). 
Рассмотрение формул для определения отрезков координат (11) позволя-

ет сделать ряд выводов. Отрезки, отсекаемые нейтральной линией от коор-
динат Ox и Oy противоположны по знаку координатам точки приложения 
силы. Отрезки xa  и ya  обратно пропорциональны координатам точки при-
ложения силы Fx  и Fy , т. е. с увеличением Fx  и Fy  уменьшаются отрезки 

xa  и ya , с уменьшением Fx  и Fy  увеличиваются отрезки xa  и ya . Необхо-
димо помнить, что в случае плоского изгиба нейтральная линия проходит 
через центр тяжести поперечного сечения, а в случае центрального сжатия 

0Fx = ,  0Fy = , т. е. точка приложения силы находится в центре тяжести 
поперечного сечения. В общем случае внецентренного растяжения или сжа-
тия при произвольных координатах точки приложения силы Fx  и Fy  в цен-
тре тяжести поперечного сечения (x = 0, y = 0) 

F
A

σ = ,  (13) 

Очевидно, что такое же значение напряжения будет при центральном 
растяжении, сжатии. 
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Пример 1. Стержень, поперечное сечение которого изображено на рис. 5, 
сжимается продольной силой F, приложенной в точке B. Требуется опреде-
лить наибольшее растягивающее и наибольшее сжимающее напряжения в 
поперечном сечении, выразив эти напряжения через F и размеры сечения 
a = 4 см, b = 5 см. 

 
Р е ш е н и е 
Для заданного сечения, состоящего из двух фигур (полукруг 1 и прямо-

угольник 2 (рис. 6)) необходимо определить положение главных централь-
ных осей инерции. Известно, что одной из главных центральных осей инер-
ции является ось симметрии. Для определения 2-й главной центральной оси 
необходимо найти положение точки центра тяжести плоской фигуры, распо-
ложенной на оси симметрии. Предварительно вычислим площади и коорди-
наты центров тяжестей фигур в произвольных осях x, yC (рис. 6) 

( ) ( )2 22

1

2 3,14 2 4
25,12

8 8 8
adA

π ⋅ ⋅π
= = = =  см2; 

11 Cx a x= − , 
где 

1Cx  определяется по формуле, приведенной в приложении I настоящего 
пособия 

1
2 2 2 4 4 1,7
3 3 3 3,14C
d ax ⋅ ⋅

= = = =
π π ⋅

 см; 

11 4 1,7 2,3Cx a x= − = − =  см; 1 0y = ; 

2 2 5 2 4 40A b a= = ⋅ ⋅ =  см2; 

2
54 6,5

2 2
bx a= + = + =  см; 2 0y = . 

Центр тяжести всего сечения находится на оси симметрии, следовательно 
0Cy = , а для определения Cx  воспользуемся формулой: 

2

1
2

1

.
iy

i
c

i
i

S
x

A

=

=

=
∑

∑
  (14) 

B 

a b 

2

Рис. 5 
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При вычислении координат центра тяжести воспользуемся табл. 1. 

Таблица 1 

№ 
фигуры 

iA , 
см² 

ix , 
см 

iy i iS A x= , 
см³ 

ib , 
см 

Сiy i iS Ab= , 
см³ 

1 25,12 2,3 57,8 -2,58 -64,8 
2 40 6,5 260 1,62 64,8 
∑  65,12  317,8  0 

 
Имеем координаты т. С — центра тяжести заданного сечения: 

2

1
2

1

317,8 4,88
65,12

iy
i

c

i
i

S
x

A

=

=

= = =
∑

∑
 см, 0cy = . 

Проведем центральные оси cx , cy  и определим координаты центров тя-
жестей фигур, составляющих заданное сечение, в этих осях (см. рис. 6): 

( ) ( )1 1 4,88 2,3 2,58Cb x x= − − = − − = −  см; 

2 2 6,5 4,88 1,62Cb x x= − = − =  см. 

Для проверки правильности определения положения центра тяжести вы-
числим статический момент 

iy i iS Ab=  относительно центральной оси cy , ко-
торый должен быть равен нулю (см. табл. 1). 

a b 

a 

B 

 1x   
1Cx  

 Cx  

 Cy  

C 

y 

2x  

a 

2b  1b  

 Cx  

фигура 2 
фигура 1 

 Fx  

Рис. 6 

C  1С   2С  
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Определим осевые моменты инерции фигур, составляющих сечение, по 
формулам, указанным в приложении I, относительно собственных централь-
ных осей: 

( ) ( )
1

4 44 2 3,14 2 4
100,48

128 128 128x

adI
π ⋅ ⋅π

= = = =  см4, 

1

4 4 40,11 0,11 0,11 4 72,51yI r a= = = ⋅ =  см4, 

( ) ( )
2

3 33 2 2 2 4
213,33

12 12 12x

b abhI
⋅ ⋅

= = = =  см4, 

2

3 3 32 2 4 5 83,33
12 12 12y
hb abI ⋅ ⋅

= = = =  см4. 

Для определения осевых моментов инерции всего сечения относительно 
центральных осей cx  и cy  воспользуемся формулами 

2
2

1

( )
c ix x i i

i

I I a A
=

= +∑ ; 
2

2

1

( )
c iy y i i

i

I I b A
=

= +∑ ,  (15) 

где 1 2 0a a= =  (учитывая, что оси x каждой из фигур совпадают с осью сим-
метрии Cx ), 1 2,58b = −  см, 2 1,62b =  см (см. табл. 1). 

Расчет значений выполним с помощью табл. 2. 

Таблица 2 

№ 
фигуры ixI , см 4  

iyI , см 4  2
i ib A , см 4  2

iy i iI b A+ , см 4  

1 100,48 72,51 167,08 239,59 
2 213,33 83,33 104,98 188,31 
∑  313,81 155,84 272,06 427,9 

 
Имеем: 

2

1

313,81
C ix xI I= =∑  см 4 , 

2
2

1

( ) 427,9
c iy y i i

i

I I b A
=

= + =∑  см 4 . 

Определим квадраты радиусов инерции по формулам: 

2 C

C

x
x

I
i

A
= , 2 C

C

y
y

I
i

A
= , 

где 
2

1

65,12i
i

A A
=

= =∑  см2. 
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Получим: 

2 313,81 4,83
65,12

C

C

x
x

I
i

A
= = =  см2, 

2 427,9 6,58
65,12

C

C

y
y

I
i

A
= = =  см2. 

Для построения нейтральной линии воспользуемся формулами (11) 
2
y

x
F

i
a

x
= − ,

2
x

y
F

ia
y

= − , 

где 4,88F Cx x= − = −  см, 0Fy =  — координаты точки приложения силы F 
(см. рис. 6). 

Имеем: 
2 6,58 1,35

4,88
y

x
F

i
a

x
= − = − =

−
 см, 

2 2,20
0

x
y

F

ia
y

= − = − = ∞ , 

следовательно, нейтральная линия параллельна оси cy .  
На положительной полуоси cx  от центра тяжести C откладываем отрезок 
1,35xa =  см и строим нейтральную линию HO (рис. 7, а). 
Наибольшее растягивающее и наибольшее сжимающее напряжения воз-

никают в точках поперечного сечения, наиболее удаленных от нейтральной 
линии: в точке B — наибольшее сжимающее напряжение minσ , в точке D — 
наибольшее растягивающее напряжение maxσ . Координаты точки B (точки 
приложения силы F) уже определены: 

4,88B Fx x= = −  см, 0B Fy y= = . 

Вычислим координаты точки D (рис. 7 а): 
4 5 4,88 4,12D Bx a b x= + − = + − =  см, 0Dy = . 

Определим maxσ и minσ по формуле (8): 

( )
max 2 4

4,88 4,12
1 1 315,44

65,12 10 6,58
C

F B
D

y

F x x F F
A i −

⎛ ⎞ − ⋅⎛ ⎞
σ = σ = − + = − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⋅ ⎝ ⎠⎝ ⎠

, 

( ) ( )
min 2 4

4,88 4,88
1 1 709,08 .

65,12 10 6,58
C

F A
B

y

F x x F F
A i −

⎛ ⎞ − ⋅ −⎛ ⎞
σ = σ = − + = − + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⋅ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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Получены значения наибольшего растягивающего и наибольшего сжи-
мающего напряжений, выраженные через F. Эпюра нормальных напряжений 
показана на рис. 7, б. 

 
Рис. 7 

4. ПОСТРОЕНИЕ ЯДРА СЕЧЕНИЯ 

Как видно из рис. 3 в случае внецентренного растяжения или сжатия знак 
нормальных напряжений может быть как положительный, так и отрицатель-
ный. На практике некоторые из применяемых материалов (хрупкие материа-
лы), например бетон, кирпичная кладка различно сопротивляются действию 
растягивающих и сжимающих напряжений. Сопротивляемость сжатию су-
щественно превосходит сопротивляемость растяжению. Такие материалы 
могут работать лишь в элементах конструкций, в которых не возникают рас-
тягивающие напряжения.  

Поэтому при внеценренном сжатии представляет интерес определение 
некоторой центральной области в поперечном сечении, при приложении си-
лы в которой во всем поперечном сечении должны возникать напряжения 
одного знака. Эта область называется ядром сечения. Дадим определение 
ядра сечения. 

Ядром сечения называется некоторая область, расположенная вблизи 
центра тяжести и обладающая тем свойством, что если точка приложения 
силы находится в пределах ядра сечения, во всем поперечном сечении воз-
никают напряжения одного знака. Напряжения одного знака в поперечном 

B  Cx  

 Cy  

 Bx  

C 

 xa  

H 

O 

D 

 Dx  

a b 

- 
+ 

 Эпюра σ  

709,08F 

315,44F 

а 

б 
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сечении возникают в том случае, когда нейтральная линия касается контура 
поперечного сечения или располагается за пределами контура поперечного 
сечения. Введем понятие контура ядра сечения. 

Контуром ядра сечения называется геометрическое место точек прило-
жения силы, при которых нейтральная линия обкатывается по контуру попе-
речного сечения. 

Введем следующие обозначения: 
к
xa  и к

ya  — отрезки, отсекаемые нейтральной линией от осей Ox и Oy, со-
ответственно, когда она касается контура поперечного сечения; 

я
Fx  и я

Fy  — координаты точки приложения силы, при которых нейтраль-
ная линия касается контура поперечного сечения 

Если известны к
xa , к

ya , 2
xi , 2

yi , то из формул (11), получим 
2
yя

F к
x

i
x

a
= − , 

2
я x
F к

y

iy
a

= − .  (16) 

Получены формулы для определения положения контура ядра сечения. 
Пример 2. Построить ядро сечения для круга с диаметром d (рис. 8). 

 
Рис. 8 

Р е ш е н и е 
Рассмотрим положение нейтральной линии 1 1H O , когда она касается кон-

тура круга. Имеем 
4

2
2 2

2
64

16
4

x
x y

d
I di i

dA

π

= = = =
π

; 

2
к
y

da = ; к
xa = ∞ ; 

y 

x 
 к

ya  

 я
Fy  

d 

H1 O1 
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2

2
16

8
2

я x
F к

y

d
i dy da

= − = − = − ;

2

2
16 0yя

F к
x

d
i

x
a

= − = − =
∞

. 

Такое же значение будет получено для круга для любых других случаев, 
когда нейтральная линия касается окружности. Следовательно, ядро сечения 

можно представить в виде круга с диаметром 
4
d  (см. рис. 8). 

Пример 3. Построить ядро сечения для прямоугольника со сторонами b и 
h (рис. 9). 

 
Рис. 9 

Р е ш е н и е 
Для построения ядра сечения рассмотрим положение нейтральной линии 

1 1H O , когда она касается контура прямоугольника. Определим координату 
точки приложения силы 

3

2
2 12

12
x

x

bh
I hi
A bh

= = = ;
2

к
y

ha = ; 

2

2
12

6
2

я x
F к

y

h
i hy ha

= − = − = − . 

Затем рассмотрим положение нейтральной линии 2 2H O  

 я
Fy  

H1 O1 

y 

x 

H2 

O2 

 к
ya  

 к
xa  

h 

b 

 я
Fx  

B 
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3

2
2 12

12
y

y

b h
I bi
A bh

= = = ;
2

к
x

ba = ; 

2

2
12

6
2

yя
F к

x

b
i bx ba

= − = − = − . 

При переходе нейтральной линии из положения 1 1H O  в положение 2 2H O  
нейтральная линия проходит через одну и туже точку B с координатами Bx  и 

By . Подставим эти значения в уравнение нейтральной линии (12), получим 

2 2 1B B

y x

FF

x y
i i

yx

+ =
−−

. 

Представим это уравнение в следующем виде 

2 2 1F F

y x

BB

x y
i i

yx

+ =
−−

. 

Следовательно, при перемещении 1 1H O  в положение 2 2H O  точка прило-
жения силы перемещается по прямой. Используя условие симметрии по-
строим ядро сечения (см. рис. 9). 

5. ПРИМЕР РАСЧЕТ БРУСА ПРИ ВНЕЦЕНТРЕННОМ ДЕЙСТВИИ 
СОСРЕДОТОЧЕННОЙ СЖИМАЮЩЕЙ СИЛЫ 

Для бруса со сложным поперечным сечением с известными размерами 
(a = 28 см) (рис. 10), изготовленного из бетона (R = 3,3 МПа, коэффициент 
условия работы 0,85γ = ) необходимо: 

1. Определить положение центра тяжести, положение главных централь-
ных осей инерции, главные центральные моменты инерции, главные радиу-
сы инерции. 

2. Построить ядро сечения. 
3. Определить допускаемую силу [ ]F  из условия прочности по первому 

предельному состоянию. 
4. Исследовать изменение напряжений в поперечном сечении при пере-

мещении силы F вдоль одной из главных осей для 5-и случаев: 
1) сила приложена в точке пресечения положительной полуоси с конту-

ром поперечного сечения; 
2) сила приложена в точке пересечения положительной полуоси с конту-

ром ядра сечения; 
3) сила приложена в центре тяжести; 
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4) сила приложена в точке пересечения отрицательной полуоси с конту-
ром ядра сечения; 

5) сила приложена в точке пересечения отрицательной полуоси с конту-
ром поперечного сечения. 

Построить эпюры напряжений для каждого случая нагружения. 
5. Для указанных точек в поперечном сечении приложения силы постро-

ить положения нейтральной оси. 

 
Р е ш е н и е 
1. Определение положения центра тяжести, главных центральных мо-

ментов инерции, главных радиусов инерции 
Пронумеруем фигуры, составляющие заданное поперечное сечение 

(рис. 11): прямоугольник с размерами 3a × 2a — I, прямоугольник с разме-
рами 2a × a — II, круг диаметром a — III. 

Определим площади всех фигур: 
2 2

1 2 3 6 6 28 4704A a a a= ⋅ = = ⋅ =  см2; 
2 2

2 2 2 2 28 1568A a a a= ⋅ = = ⋅ =  см2; 
2 2

3
3,14 28 615,4

4 4
aA π ⋅

= = =  см2; 

При вычислении координат центра тяжести удобно пользоваться табл. 3.  

Таблица 3 

№№ п/п iA , см2 
ix , см 

iy i iS A x= ⋅ , см3 

1 4704 28 131712 
2 1568 70 109760 
3 615,4 28 17232,2 
∑  5657  224240 

a a a 

a 

a 

2
a

 

2
a

 

1 

2 

3 

Рис. 10 

a 
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Координаты центра тяжести всей фигуры вычислим относительно произ-
вольных координатных осей x и y. Будем считать, что ось Oy совпадает с ле-
вой гранью прямоугольника I, а ос Ox с осью симметрии сечения (рис. 11). 
Тогда 

1 3 28x x a= = =  см, 2 2,5 2,5 28 7x a= = ⋅ =  см, 

1 2 3 0y y y= = = . 

 
Рис. 11 

Полученные значения координат ix  отдельных фигур и вычисленные 
значения статических моментов 

iyS  вписываем в табл. 3. 
Вычисляем координаты центра тяжести всей фигуры по формулам: 

224240 39,6
5657

iy
C

i

S
x

A
= = =∑
∑

 см; 

0ix
C

i

S
y

A
= =∑
∑

. 

Проведем центральные оси для всей фигуры cx  и cy  (см. рис. 11). Опре-
делим расстояние между центральными осями всей фигуры и центральными 
осями каждой из фигур: 

1 3 1 28 39,6 11,6Cb b x x′ ′= = − = − = −  см; 2 2 70 39,6 30,4Cb x x′ = − = − =  см; 

1 2 3 0a a a= = = . 

Определим осевые моменты инерции каждой фигуры: 

 31 xx =  
y yC 

xC 

 31 bb ′=′  

a a a 

a 

a 

2
a

2
a

 Cx  

2x  

1x  

3x
2x  

1y

2y  

3y  

2b′

I 

III II 
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( )
1

33 4
4 4 61 1 2 3 54 4,5 4,5 28 2,77 10

12 12 12x

a ab h aI a
⋅

= = = = = ⋅ = ⋅  см4; 

( )
2

33 4
4 4 52 2 2 8 2 2 28 4,098 10

12 12 12 3 3x

a ab h aI a
⋅

= = = = = = ⋅  см4; 

3

4 4 4
43,14 28 3,02 10

64 64 64x
d aI π π ⋅

= = = = ⋅  см4; 

( )
1

33
4 4 61 1 3 2

2 2 28 1,23 10
12 12y

a ah bI a
⋅

= = = = ⋅ = ⋅  см4; 

2

3 3
4 4 52 2 2 1 1 28 1,024 10

12 12 6 6y
h b a aI a⋅

= = = = ⋅ = ⋅  см4; 

3 3

43,02 10y xI I= = ⋅  см4; 

Для вычисления центральных осевых моментов инерции всего заданного 
сечения 

cxI  и 
cyI  составим табл. 4. Как заполняются графы этой таблицы, 

видно из их наименования. 

Таблица 4 

№ 
п/п 

ixI , 

см 4  
iyI , 

см 4  
iA , 

см² 
ia ,
см

ib′ , 
см 

2
i ia A⋅ , 
см 4  

( )2
i ib A′ ⋅ , 

см 4  

2
ix i iI a A+ , 

см 4  
( )2

iy i iI b A′+ , 

см 4  
1   4704 0 -11,6 0 56,33 10⋅   61,863 10⋅  
2 510098,4 ⋅  51,024 10⋅  1568 0 30,4 0 61, 45 10⋅  510098,4 ⋅  61,551 10⋅  
3   615,4 0 -11,6 0 48, 28 10⋅  51,13 10⋅  
Σ  63,15 10⋅  61,302 10⋅  5657   0 62,0 10⋅  63,15 10⋅  63,30 10⋅  

 
Из таблицы получим 

∑
=

⋅=+=
3

1

62 1015,3)(
i

iixx AaII
ic

 см4; 

( )∑
=

⋅=′+=
3

1

62 1030,3)(
i

iiyy AbII
ic

 см4. 

При заполнении последних строк табл. 3 и табл. 4 необходимо учиты-
вать, что 3-я фигура представляет собой круглый вырез, и, следовательно, 
при суммировании значения геометрических характеристик этой фигуры 
вычитаются. 

Определим главные радиусы инерции  

6,23557
5657

1015,3 6

==
⋅

==
A

I
i C

C

x
x  см; 5572 =

Cxi  см2; 
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1,24582
5657

1030,3 6

==
⋅

==
A

I
i C

C

y
y  см; 5822 =

Cyi  см2. 

2. Построение ядра сечения (рис. 12). 

 
Рис. 12 

Рассмотри шесть положений нейтральной линии и воспользуемся фор-
мулами (16). 

2.1. Положение нейтральной линии 11OH  

42285,15,1 =⋅== aa к
y  см; 

∞=к
xa ; ( ) 01 =я

Fx ; ( ) 3,13
42

557
1 −=−=я

Fy  см. 

Определено положение т. 1 
2.2. Положение нейтральной линии 22OH  

2tg 0,5

a

a
α = = ; к

xaBCOCOB =+= ; 

4,446,392833 =−⋅=−= CxaOC  см; 

tga
BC

= α ; 28 56
tg 0,5
aBC = = =
α

 см; 

H1 

H5 

H4 

H2 

H3 

yC 

xC 

O3 

O4 

O5 

O1 

O6 

α

 к
xa  

 к
ya  

3 
4 

5 

6 B O C 

1 2 

H6 
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4,100=к
xa  см; 100,4 50,2

ctg 2

к
к x
y

aa = = =
α

 см; tg
к
y
к
x

a
a

= α ; 

( ) 1,11
2,50

557
2 −=−=я

Fy  см; ( ) 80,5
4,100

582
2 −=−=я

Fx  см. 

Определено положение т. 2. 
2.3. Положение нейтральной линии 33OH  

∞=к
ya ; 4,44==OCa к

x ; 

( ) 1,13
4,44

582
3 −=−=я

Fx  см; ( ) 03 =я
Fy . 

Определено положение т. 3. 
2.4. Положение нейтральной линии 6 6H O  

∞=к
ya ; ( ) 06 =я

Fy ; 6,39−=к
xa  см; ( ) ( ) 7,14

6,39
582

6 =
−

−=я
Fx  см. 

Определено положение т. 6. Вследствие симметрии точки 4 и 5 строятся 
симметрично точкам 2 и 1. 

3. Определение допустимой силы [ ]F  
Из условия прочности при внецентренном растяжении или сжатии 

расч max 2 21 .
C C

F F

x y

F y y x x R
A i i
⎛ ⎞

σ = σ = + + ≤ γ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (17) 

имеем 

[ ]

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++

γ
≤

221
CC y

F

x

F

i
xx

i
yy
RAF .  (18) 

Определение допустимого значения силы будем выполнять из условия: 
напряжения во всем поперечном сечении должны быть одного знака. В этом 
случае точка приложения силы должна быть в пределах ядра сечения. Рас-
смотрим последовательно положения точки приложения силы на контуре 
ядра сечения. Вследствие симметрии достаточно рассмотреть точки 1, 2, 3 и 
6 (см. рис. 12). 

1-я точка: 

( ) 3,131 −=−= я
FF yy  см; 

Наиболее удаленная точка от нейтральной линии в этом случае будет 
точка с координатами 

0=x  см, 42−=y  см. 
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Тогда по формуле (18) 

[ ] ( )
3

46

10792

557
423,131

105657103,385,0
⋅=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅−
+

⋅⋅⋅⋅
=

−

F  Н = 792 кН. 

2-я точка: 
1,11−=−= я

FF yy  см; 8,5−=−= я
FF xx  см; 

Наиболее удаленная точка от нейтральной линии в этом случае будет 
точка с координатами 

6,39−=x  см, 42−=y  см. 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
3

46

10711

582
6,398,5

557
421,111

105657103,385,0
⋅=

−⋅−
+

−⋅−
+

⋅⋅⋅⋅
=

−

F  Н = 711 кН. 

3-я точка: 0=Fy ; 1,13−== я
FF xx  см. 

Наиболее удаленная точка от нейтральной линии в этом случае будет 
точка с координатами 

6,39−=x  см, 0=y . 

[ ] ( )
3

46

10839

582
6,393,131

105657103,385,0
⋅=

−⋅−
+

⋅⋅⋅⋅
=

−

F  Н = 839 кН. 

6-ая точка: 7,14== я
FF xx  см;y=0. 

Наиболее удаленная точка в этом случае будет точка с координатами 
0=y ; 4,446,392833 =−⋅=−= Cxax  см. 

[ ] 3
46

10748

582
4,447,141

105657103,385,0
⋅=

⋅
+

⋅⋅⋅⋅
=

−

F  Н = 748 кН. 

Для выполнения условия прочности необходимо выбрать наименьшее 
значение [ ] 711=F  кН. 

4. Исследование изменения напряжений в поперечном сечении при пере-
мещении силы F вдоль одной из главных осей для 5-и случаев (рис. 13). 

4.1. Сила приложена в точке пересечения положительной полуоси с кон-
туром поперечного сечения 

0=Fx ; 42=Fy  см. 

Для построения эпюры σ  необходимо вычислить значения напряжения 
для 2-х точек: для крайних верхней точки B ( 0=x ; 42=y  см) и для нижней 
H ( 0=x ; 42−=y  см) (рис. 13). 
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( ) 25,51025,5
557

42421
105657
10711

2
6

4

3

−=⋅−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅
+

⋅
⋅

−=σ − м
Н

B  МПа; 

( )
( ) 73,21073,2

557
42421

105657
10711

2
6

4

3

=⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅
+

⋅
⋅

−=σ − м
Н

H  МПа. 

4.2. Сила приложена в точке пересечения положительной полуоси с кон-
туром ядра сечения. В этом случае  

0=Fx ; 3,13=Fy  см. 

( ) 52,21052,2
557

423,131
105657
10711

2
6

4

3

−=⋅−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅
+

⋅
⋅

−=σ − м
Н

B  МПа; 

( )
( ) 0

557
423,131

105657
10711

4

3

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅
+

⋅
⋅

−=σ −H . 

4.3. Сила приложена в центре тяжести 
0=Fx ; 0=Fy . 

В этом случае будет иметь место центральное сжатие 

( ) ( )

3
6

4 2

711 10 Н1,26 10 1,26
5657 10 мB H

F
A −

⋅
σ = σ = σ = = − = − ⋅ = −

⋅
 МПа. 

4.4. Сила приложена в точке пересечения отрицательной полуоси с кон-
туром ядра сечения. В этом случае  

0=Fx ; 3,13−=Fy  см. 

( ) 0
557

423,131
105657
10711

4

3

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−
+

⋅
⋅

−=σ
−B ; 

( )
( ) 52,21052,2

557
423,131

105657
10711

2
6

4

3

−=⋅−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅−
+

⋅
⋅

−=σ
− м

Н
H  МПа. 

4.5. Сила приложена в точке пересечения отрицательной полуоси с кон-
туром поперечного сечения. В этом случае 

0=Fx ; 42−=Fy  см. 

( ) 73,21073,2
557

42421
105657
10711

2
6

4

3

=⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−
+

⋅
⋅

−=σ
− м

Н
B  МПа; 

( )
( ) 25,51025,5

557
42421

105657
10711

2
6

4

3

−=⋅−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅−
+

⋅
⋅

−=σ
− м

Н
H  МПа. 

Эпюры нормальных напряжений, построенные по результатам расчетов, 
показаны на рис. 13. 
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Рис. 13 
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5. Определение положения нейтральной линии для точек приложения си-
лы, указанных в поперечном сечении (рис. 14). 

Воспользуемся формулами (11). 
Точка 1: 

6,39
1

−=Fx  см; 42
1

−=Fy  см. 

Определим отрезки, отсекаемые нейтральной линией 

7,14
6,39

582

1

1

2

=
−

−=−=
F

y
x x

i
a  см; 

3,13
42

557

1

1

2

=
−

−=−=
F

x
y y

ia  см. 

 
Рис. 14 

Очевидно, в данном случае отрезки, отсекаемые нейтральной линией 
должны совпадать с координатами точек контура ядра сечения (см. рис. 14): 

( ) 7,1461
== я

Fx xa  см; 

( ) 3,1351
== я

Fy ya  см. 

Точка 2: 
4,166,392822

2
=−⋅=−= CF xax  см; 28

2
== ayF  см. 

5,35
4,16

582

2

2

2

−=−=−=
F

y
x x

i
a  см; 

yC 

1 
2 

3 

 
5 

xC 6 

 
2xa  

 
1xa  

 
2ya  

 
1ya  

 ( ) ( )
11

;1 FF yxF  

 ( ) ( )
22

;2 FF yxF  

 ( ) ( )
33

;3 FF yxF  

H1 

H2 

H3 

O3 

O1 

O2 

1 

2 

3 
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9,19
28

557

2

2

2

−=−=−=
F

x
y y

ia  см. 

Точка 3: 
4,16

3
=Fx  см; 28

3
−=Fy  см. 

5,35
4,16

582

3

3

2

−=−=−=
F

y
x x

i
a  см; 

9,19
28

557

3

3

2

=
−

−=−=
F

x
y y

ia  см. 

Нейтральные линии 22OH  и 33OH  для точек приложения 2-й и 3-й сил 
показаны на рис. 14. 

6. ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ  
ДЛЯ ВЫПОЛНЕНИЯ РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКОЙ РАБОТЫ 

«РАСЧЕТ БРУСА ПРИ ВНЕЦЕНТРЕННОМ ДЕЙСТВИИ 
СОСРЕДОТОЧЕННОЙ СЖИМАЮЩЕЙ СИЛЫ» 

Для бруса со сложным поперечным сечением (рис. 15) с известными раз-
мерами необходимо: 

1. Определить положение центра тяжести, положение главных централь-
ных осей инерции, главные центральные моменты инерции, главные радиу-
сы инерции. 

2. Построить ядро сечения. 
3. Определить допускаемую силу [ ]F  из условия прочности по первому 

предельному состоянию. 
4. Исследовать изменение напряжений в поперечном сечении при пере-

мещении силы F вдоль одной из главных осей для 5-и случаев: 
1) сила приложена в точке пресечения положительной полуоси с конту-

ром поперечного сечения; 
2) сила приложена в точке пересечения положительной полуоси с конту-

ром ядра сечения; 
3) сила приложена в центре тяжести; 
4) сила приложена в точке пересечения отрицательной полуоси с конту-

ром ядра сечения; 
5) сила приложена в точке пересечения отрицательной полуоси с конту-

ром поперечного сечения. 
Построить эпюры напряжений для каждого случая нагружения. 
5. Для указанных точек в поперечном сечении приложения силы постро-

ить положения нейтральной оси. 
Исходные данные приведены в табл. 5  
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Таблица 5 
Бетон Кирпичная кладка № варианта b, м 

γ R, МПа γ R, МПа 
1 0,20 0,85 0,95 0,65 2,0 
2 0,24 0,80 2,1 0,65 1,6 
3 0,22 0,80 2,2 0,75 1,8 
4 0,30 0,90 2,8 0,75 1,5 
5 0,32 0,75 3,1 0,80 1,7 
6 0,36 0,70 1,8 0,80 1,4 
7 0,38 0,80 1,6 0,90 1,3 
8 0,40 0,85 2,8 0,90 1,1 
9 0,42 0,80 4,5 1,00 1,2 
10 0,44 0,75 4,6 1,00 1,0 

 
Рис. 15 (начало) 
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Рис. 15 (продолжение) 
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Рис. 15 (продолжение) 
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Рис. 15 (продолжение) 
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Рис. 15 (продолжение) 
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Рис. 15 (продолжение) 
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Рис. 15 (продолжение) 
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Рис. 15 (окончание) 

7. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ И ЗАДАНИЯ 

Для проверки знаний, полученных в процессе изучения настоящих мето-
дических указаний студентам предлагается ответить на контрольные вопро-
сы и выполнить контрольные задания. 

К о н т р о л ь н ы е   в о п р о с ы 
1. Какой вид сопротивления называется сложным? 
2. Какой случай сложного сопротивления называется внецентренным 

растяжением и сжатием?  
3. Как определяются внутренние усилия при внецентренном растяжении 

или сжатии? 
4. По какой формуле определяются нормальные напряжения при внецен-

тренном растяжении или сжатии? 
5. Как определяется положение нейтральной линии при внецентренном 

растяжении или сжатии? 
6. Какие возможны случаи расположения нейтральной линии по отноше-

нию к плоскости поперечного сечения при внецентренном растяжении и 
сжатии? 

7. Что такое ядро сечения? Что называется контуром ядра сечения? 
8. Какие формулы используются при построении ядра сечения? 
К о н т р о л ь н ы е   з а д а н и я 
1. Для бруса (рис. 16) при известных F, b, h, yF, xF написать формулы для 

определения напряжений в точках 1, 2, 3, 4. Показать положение нейтраль-
ной линии. 
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Рис. 16 

2. Для указанных на рис. 17 поперечных сечений построить ядро сечения 
(a = 3 м; d = 1 м, D = 4 м, b = 2 м). 

 
Рис. 17 

3. Стержень, поперечное сечение которого изображено на рис. 18, сжи-
мается продольной силой F = 1,5 кН, приложенной в точке B. Известны раз-
меры: a = 6 см, b = 5 см. Вычислить наибольшее растягивающее и наиболь-
шее сжимающее напряжения. 

 
Рис. 18 

4. Построить эпюру нормальных напряжений для бруса с поперечным 
сечением, указанным на рис. 19, сжатого в точке B продольной силой 
F = 2 кН (a = 4 см). 
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Рис. 19 

5. Стержень, поперечное сечение которого показано на рис. 20 (размер b 
известен), в точке B растянут продольной силой F. Требуется построить ядро 
сечения и показать положение нейтральной линии. 

 

 
Рис. 20 

6. Построить эпюру нормальных напряжений для бруса, поперечное се-
чение которого показано на рис. 21. В точке B стержень сжат продольной 
силой F = 1,2 кН, размер a = 3 см. 

 
Рис. 21 

7. Стержень, поперечное сечение которого показано на рис. 22, сжимает-
ся продольной силой F = 1,3 кН, приложенной в точке B. Размеры a = 4 см; 
b = 5 см. Вычислить наибольшее растягивающее и наибольшее сжимающее 
напряжения. 
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Рис. 22 

8. Для сечения, показанного на рис. 23, построить ядро сечения (a = 4 см 
b = 3 см). 

 
Рис. 23 

9. Брус, поперечное сечение которого показано на рис. 24, в точке B сжат 
продольной силой F. Известны размеры a = 4 см и b = 3 см. Требуется пока-
зать положение нейтральной линии.  

 
Рис. 24 

10. Для сечения, указанного на рис. 25, построить ядро сечения (a = 2 см). 

 
Рис. 25 
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Приложение 

Площади A, координаты Cy  центров тяжести C, осевые моменты инерции I  
и радиусы инерции i для основных форм сечений 

Квадрат 

 y 

x C

a 

a 

 

2A a= ; 
4

12x y
aI I= = ; 

0, 29x yi i a= =  

Квадрат с квад-
ратным отвер-
стием 

 y 

x 

a 

a C 

b 

b 

 

2 2A a b= − ; 
4 4

12x y
a bI I −

= = ; 

2 20, 29x yi i a b= = −  

Квадрат с круг-
лым отверстием 

 y 

x 

a 

a d C 

 

2
2

4
dA a π

= − ; 

4 4

12 64x y
a dI I π

= = − ; 

4 4

2 20,14
4x y
a di i
a d
− π

= =
− π

 

Прямоугольник 

 y 

x C
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h 

 

A bh= ; 
3

12x
bhI = ; 

3

12y
hbI = ; 

12x
hi = ; 

12y
bi =  
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Окончание прил. 

Полый прямо-
угольник 

 

x 

B 

H 

y 

C h 

b 

 

A BH bh= − ; 
3 3

12x
BH bhI −

= ; 

3 3

12y
HB hbI −

= ; 

( )
3 3

12x
BH bhi

BH bh
−

=
−

; 

( )
3 3

12x
HB hbi

BH bh
−

=
−

 

Треугольник 

 

b 

y 

h x C
 Cy  

 

2
bhA = ; 

3C
hy = ; 

3

36x
bhI = ; 

3

48y
hbI = ; 

3 2x
hi = ; 3

6 2y
bi =  

Круг 

 y 

x C

d 
 

2

4
dA π

= ; 

4

64x y
dI I π

= = ; 

4x y
di i= =  

Кольцо 

 y 

x 

D 

C
d 

 

d
D

α = ; 

( )
2

21
4
DA π

= −α ; 

( )
4

41
64x y
DI I π

= = −α ; 

2 21
4x yi i D d= = +  

Полукруг 

 y 

x C 
 Cy  

d=2r 
 

2

8
dA π

= ; 

2
3C
dy =
π

; 

40,11xI r= ; 
4

128y
dI π

= ; 

0,13xi d= ; 
4y
di =  

 




