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ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ  
И РЕШЕНИЕ ТИПОВЫХ ПРИМЕРОВ 

1. ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ 

1.1. Основные  определения  
Пусть )(xfy =  — функция непрерывного аргумента х и пусть х неогра-

ниченно приближается к хо. При этом говорят, что х стремится к хо и пишут 
охх→ . 
Если х неограниченно возрастает, то говорят, что х стремится к положи-

тельной бесконечности и пишут +∞→х . Если х неограниченно убывает, то 
говорят, что х стремится к отрицательной бесконечности и пишут −∞→х . 
Аргумент функции, изменяющийся таким образом, называют бесконечно 
большим. 

Пусть функция )(xfy =  определена в некоторой окрестности точки хо, 
исключая, быть может, эту точку. 

Определение 1. Число А называется пределом функции )(xf  при 
охх→ , если для всех значений х, достаточно мало отличающихся от числа 

хо, значения функции как угодно мало отличаются от числа А. Коротко это 
записывают так: 

Axf
oxx

=
→

)(lim . 

Если аргумент функции )(xfy =  бесконечно большой, то пишут: 
Axf

x
=

+∞→
)(lim  или Axf

x
=

−∞→
)(lim . 

Определение 2. Функция )(xf  называется бесконечно большой величи-
ной при охх→ , если она неограниченно возрастает по абсолютной величине 
при охх→ . При этом пишут: 

∞=
→

)(lim xf
oxx

. 

Если бесконечно большая функция )(xfy =  при охх→  принимает 
только положительные или только отрицательные значения, то пишут соот-
ветственно +∞=

→
)(lim xf

oxx
 или −∞=

→
)(lim xf

oxx
. 

Определение 3. Функция )(xf  называется бесконечно малой величиной 
при охх→ , если 0)(lim =

→
xf

oxx
. 

1.2. Основные  теоремы  о  пределах  функций   
(правила  вычисления  пределов)  

Теорема 1. Предел постоянной величины равен этой величине: 
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СС
oxx

=
→
lim .                                                      (1) 

Теорема 2. Если при охх→  функция )(xf  есть бесконечно большая ве-

личина, то 
)(

1
xf

 — бесконечно малая величина; если )(xϕ  — бесконечно 

малая величина, не обращающаяся в нуль в некоторой окрестности точки хо, 

то 
)(

1
xϕ

 — бесконечно большая величина. 

Символически это можно записать так: 

если ∞=
→

)(lim xf
oxx

, то 0
)(

1lim =
→ xfoxx

; 

если 0)(lim =ϕ
→

x
oxx

, то ∞=
ϕ→ )(

1lim
xoxx

. 

Теорема 3. Пусть существуют конечные пределы Axf
oxx

=
→

)(lim  и 

Вx
oxx

=ϕ
→

)(lim , тогда функции )()( хxf ϕ± , )()( хxf ϕ⋅ , 
)(
)(
х
xf

ϕ
 также имеют 

пределы и справедливы формулы: 
( ) BAхxfхxf

ooo xxxxxx
±=ϕ±=ϕ±

→→→
)(lim)(lim)()(lim ,                  (2) 

( ) BAхxfхxf
ooo xxxxxx

⋅=ϕ⋅=ϕ⋅
→→→

)(lim)(lim)()(lim ,                     (3) 

)(lim)(lim xfCxCf
oo xxxx →→

= ,                                        (4) 

В
A

х

xf

х
xf

o

o

o
xx

xx

xx
=

ϕ
=

ϕ
→

→

→ )(lim

)(lim

)(
)(lim  (если В≠0).                           (5) 

Замечание 1. Формулы (2) и (3) справедливы для алгебраической суммы 
и произведения любого конечного числа функций.  

Теорема 4. Если k — любое натуральное число, то  

( ) .)(lim)(lim
k

xx
k

xx
xfxf

oo
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

→→
                                   (6) 

Теорема 5 (первый замечательный предел). Функция 
x

xsin  при 0→х  

имеет предел, равный 1: 

1sinlim
0

=
→ х

x
x

.                                                    (7) 

Справедливы также формулы: 

1tglim
0

=
→ х

x
x

,  1arctglim
0

=
→ х

x
x

,  1arcsinlim
0

=
→ х

x
x

. 
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Эти формулы помогают раскрывать неопределенность вида 
0
0 , когда в выра-

жении присутствует хотя бы одна тригонометрическая функция. 

Теорема 6 (второй замечательный предел). Функция 
x

x ⎟⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

11  при 

∞→х  имеет предел, равный числу е (основание натурального логарифма, 
е≈2,718): 

e
x

x

x
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

11lim .                                                 (8) 

Справедлива также формула: 

( ) e=α+ α
→α

1

0
1lim .                                                 (9) 

Эти формулы помогают раскрывать неопределенность вида ( )∞+ 01 , которую 
чаще обозначают как ∞1 . 

Пример 1. Вычислить ).723(lim 2
2

+−
→

xx
x

  

Решение. Применяя теоремы о пределах (формулы 1, 2, 4, 6), получим: 
.15722237limlim2)lim(3)723(lim 2

22
2

2
2

2
=+⋅−⋅=+−=+−

→→→→ xxxx
xxxx  

Пример 2. Найти .
562

13lim 23

2

3 −+
−

→ xx
x

x
 

Решение. Пределы числителя и знаменателя существуют, и предел зна-
менателя не равен нулю: 

26193)13(lim 2
3

=−⋅=−
→

x
x

, 103596272)562(lim 23
3

=−⋅+⋅=−+
→

xx
x

. 

Пользуясь теоремой о пределе частного (формула 5), получаем: 

.
103
26

562
13lim 23

2

3
=

−+
−

→ xx
x

x
 

Пример 3. Вычислить .
13

2lim 22 −+
−

→ xx
x

x
 

Решение. По формуле (5) находим  .0
9
0

13
2lim 22

==
−+

−
→ xx

x
x

 

Пример 4. Найти .
3

12lim
2

3 −
+−

→ x
xx

x
 

Решение. Предел знаменателя равен 0 и применять теорему о пределе 
частного нельзя. Так как знаменатель есть бесконечно малая величина при 

3→х , то по теореме 2 обратная величина 
3

1
−x

 есть бесконечно большая и 

.
3

1lim
3

∞=
−→ xx

 Поэтому .4
3

1lim)12(lim
3

12lim
3

2
3

2

3
∞=∞⋅=

−
⋅+−=

−
+−

→→→ x
xx

x
xx

xxx
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Пример 5. Найти .
125

12lim 23

3

−+

+−
∞→ xx

хx
x

 

Решение. Теорему о пределе частного здесь применять нельзя, так как 
числитель и знаменатель конечных пределов не имеют. В этом случае гово-

рят о неопределенности вида 
∞
∞ . Для ее раскрытия числитель и знаменатель 

разделим на х3, а затем перейдем к пределу: 

.
5
2

125

112
lim

125
12lim

3

32

23

3
=

−+

+−
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
∞
∞

=
−+
+−

∞→∞→

хх

хх
xx
хx

xx
 

Здесь функции 2
1
х

, 3
1
х

 и 
х
2  являются бесконечно малыми при ∞→х  и 

их пределы равны 0.  

Пример 6. Найти .11lim
0 x

x
x

+−
→

 

Решение. Применять теорему о пределе частного нельзя, так как предел 
знаменателя равен 0, и предел числителя здесь также равен 0. В этом случае 

говорят о неопределенности вида 
0
0  (

0
0  — символическая запись отношения 

двух бесконечно малых величин) и вычисление предела сводится к раскры-
тию этой неопределенности. 

Выполним тождественные преобразования, а именно, числитель и зна-
менатель дроби умножим на выражение, сопряженное числителю, то есть пе-
ренесем иррациональность в знаменатель. Потом сократим полученную 
дробь на х и перейдем к пределу:  

=
++

−−
=

++
+++−

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

+−
→→→ )11(

11lim
)11(

)11)(11(lim
0
011lim

000 xx
х

xx
xx

x
x

xxx
 

.
2
1

11
1lim

)11(
lim

00
−=

++
−

=
++

−
=

→→ xxx
х

xx
 

Здесь сокращение на х допустимо, так как условие 0→х  предполагает, 
что 0≠х . 

Пример 7. Найти .
123

2lim
4 +−

−
→ x

x
x

 

Решение. Непосредственная подстановка значения х=4 в заданную 
функцию приводит к неопределенности вида 

0
0 . Чтобы раскрыть ее, умно-

жим числитель и знаменатель на произведение )123)(2( +++ xx  и затем 
сократим дробь на множитель (4–х), полагая х≠4: 
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=
++++−

+++−
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

+−
−

→→ )123)(2)(123(
)123)(2)(2(lim

0
0

123
2lim

44 xxx
xxx

x
x

xx
 

.
4
3

)2)(4(2
)123)(4(lim

)2)(129(
)123)(4(lim

44
=

+−
++−

=
+−−
++−

=
→→ xх

xх
xх

xх
xx

 

Пример 8. Найти .
5

3sinlim 2

2

0 x
х

x→
 

Решение. Имеем неопределенность вида 
0
0 . Раскроем ее, используя пер-

вый замечательный предел (теорема 5). Для этого преобразуем даное выра-
жение и по формуле 7 получим: 

.
5
91

5
9

3
3sinlim

5
93

3
3sinlim

5
13sinlim

5
1

5
3sinlim

2

0

2

0

2

02

2

0
=⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

→→→→ x
х

x
х

x
х

x
х

xxxx
 

Пример 9. Найти ( ) ( ) ( )( )15ln95ln7lim +−++
∞→

xxx
x

. 

Решение. Непосредственная подстановка дает неопределенность ∞−∞ . 
Преобразуем ее к виду ∞1 , используя свойства логарифмов и выделяя в полу-
чившейся дроби единицу: 

.
15

81lnlim
15

815lnlim
15
95lnlim

777 +

∞→

+

∞→

+

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
++

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+ x

x

x

x

x

x xx
x

x
x  

Обозначим 
15

8
+

=α
x

, тогда при .0, →α∞→x  Выразим x: ,815
α

=+x  

5
1

5
8
−

α
=x . Здесь удобно использовать свойство о допустимости взаимной 

перестановки предела и логарифма, и тогда переходя от переменной х к α, 
получим: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ α+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ α+=α+α+=α+
→α

α
→α

α
→α

+−
α

→α
5
8

0

5
8

1

0
5

34
5
8

0

7
5
1

5
8

0
1lim1limln11limln1limln . 

Очевидно, что первый из пределов на основании формул (9) и (6) равен 5
8

e , а 
второй предел равен единице. Отсюда получаем ответ: 

( ) ( ) ( )( ) .
5
8ln15ln95ln7lim 5

8

==+−++
∞→

exxx
x

 

Замечание. Часто при исследовании функции в точке требуется нахо-
дить предел в предположении, что х приближается к хо, оставаясь больше не-
го, т.е. справа (такой предел называют правосторонним и обозначают 

)(lim
0

xf
oxx +→

 ), либо когда х приближается к хо слева (обозначают )(lim
0

xf
oxx −→

 

— левосторонний предел). Такие пределы называют односторонними преде-
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лами, и только в случае их взаимного равенства в исследуемой точке хо гово-
рят, что функция имеет предел в этой точке. 

Нахождение одностороннего предела производится по обычным прави-
лам нахождения пределов, но с учетом того факта, что 0xx >  для правосто-
ронних пределов, и 0xx <  для левосторонних. 

1.3. Асимптоты  графиков  функций  и  их   
нахождение  с  помощью  пределов  

Асимптотой графика функции называется прямая, к которой линия 
графика постепенно приближается при совместном их удалении в бесконеч-
ность. Различают вертикальные, горизонтальные и наклонные асимптоты. 

Вертикальные асимптоты могут существовать только на границах ин-
тервалов области определения, когда односторонний предел при приближе-
нии к точке разрыва бесконечен. 

Правая горизонтальная асимптота графика функции )(xfy =  существу-
ет и имеет уравнение 1Cy = , если constCxf

x
==

∞→
1)(lim . Если же 

constCxf
x

==
−∞→

2)(lim , то существует левая горизонтальная асимптота, и ее 

уравнение имеет вид 2Cy = . 
Правую наклонную асимптоту следует искать в случае отсутствия пра-

вой горизонтальной асимптоты в виде прямой 11 bxky += , коэффициенты ко-

торой определяются: 
x
xfk

x

)(lim1
∞→

= , ( )xkxfb
x 11 )(lim −=

∞→
. Если хотя бы один 

из пределов бесконечен, то это означает отсутствие наклонной асимптоты. 
Аналогично ищут левую наклонную асимптоту в виде 22 bxky += , где 

x
xfk

x

)(lim2
−∞→

= , ( )xkxfb
x 22 )(lim −=

−∞→
. 

Нахождение асимптот графика функции показано далее в примере 16. 

2. ПРОИЗВОДНАЯ 

2.1. Понятие  производной  
Определение 4. Производной функции )(xfy =  в точке х называется 

предел отношения приращения функции к приращению аргумента в этой 
точке, когда приращение аргумента стремится к нулю. 

Для обозначения производной используют символы y′ , )(xf ′ , 
dx
dy . 

Таким образом, по определению 
x

xfxxf
x
yy

xx Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

=′
→Δ→Δ

)()(limlim
00

. 
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Нахождение производной называется дифференцированием, а функцию, 
имеющую производную в некоторой точке, называют дифференцируемой в 
этой точке. 

2.2. Производные  основных  элементарных  функций  
В любой точке области определения основных элементарных функций 

справедливы формулы: 

(xn)′ = n⋅xn – 1, в частности ( )
x

x
2

1
=
′

;                           (10) 

(ax)′ = ax⋅ln a, в частности (ex)′ = ex;                               (11) 

ax
xa ln

1)(log =′ , в частности 
x

x 1)(ln =′ ;                       (12) 

(sin x)′ = cos x;                                                 (13) 
(cos x)′ = – sin x;                                               (14) 

( )
x

x 2cos
1tg =′ ;                                                (15) 

( )
x

x 2sin
1ctg −=′ ;                                              (16) 

21

1)(arcsin
x

x
−

=′ ;                                          (17) 

21

1)(arccos
x

x
−

−=′ ;                                        (18) 

21
1)arctg(
x

x
+

=′ ;                                            (19) 

21
1)arcctg(
x

x
+

−=′ .                                         (20) 

2.3. Правила  вычисления  производных  
Пусть функции )(xUU =  и )(xVV =  дифференцируемы в точке х и С — 

постоянная величина. Тогда: 
С′ = 0;                                                       (21) 

(С·U)′ = С⋅ U ′;                                              (22) 
(U ± V)′ = U ′ ± V ′;                                            (23) 

(U ⋅ V)′ = V·U ′ + U·V ′;                                        (24) 

2V
VUVU

V
U ′⋅−⋅′

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ , V ≠ 0.                                   (25) 

Пример 10. Найти y′  если 3
57
x

y x −= . 

Решение. Используя формулы (23,22,11,10) получим: 
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3
3
4

3
1

3
57ln7

3
57ln75)7(

xx
xxy xxx +=+=

′

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−′=′

−−
. 

Пример 11. Найти производную функции xxy 5
3 log= . 

Решение. 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+=′+′=′

5ln
1log3

5ln
1log3)(loglog)( 5

23
5

2
5

3
5

3 xx
x

xxxxxxxy . 

Здесь использованы формулы (24,12,10). 

Пример 12. Найти производную функции 
x

xy
cos2 −

= . 

Решение. Производную частного находим по формуле (25): 

22 )cos2(
sincos2

)cos2(
)cos2()cos2(

x
xxx

x
xxxxy

−
−−

=
−

′−−−′
=′ . 

2.4. Производная  сложной  функции  
Если y является функцией от u, а u зависит от x, то y также зависит от x. 

Пусть )(ufy = , а )(xu ϕ= . Тогда функция ))(( xfy ϕ=  называется функцией 
от функции или сложной функцией переменной х. Переменная u называется 
промежуточным аргументом, а х — основным. 

Теорема 7. Если функция )(xu ϕ=  дифференцируема в точке x, а функ-
ция )(ufy =  дифференцируема в соответствующей точке u, то сложная 
функция ))(( xfy ϕ=  дифференцируема в точке x и справедлива формула: 

)()( xufy ϕ′⋅′=′ . 
Правило дифференцирования сложной функции может быть записано в 

другой форме: 
xux uyy ′⋅′=′ ,                                                  (26) 

здесь индексы u и x указывают, по какой переменной берется производная. 
Пример 13. Найти производную функции xtgy 5= . 
Решение. Данную функцию можно представить в виде 5uy = , tgxu = . 

Найдем 45 5)( uuyu =′=′ ; 
x

tgxux 2cos
1)( =′=′ . Тогда по формуле (26): 

x
xtg

x
uyx 2

4

2
4

cos
5

cos
15 =⋅=′ . 

Замечание. Если число простейших функций, из которых составлена 
сложная функция, больше двух, то ее производная вычисляется последова-
тельным применением формулы (26). 

Пример 14. xy sinlnarctg= . Вычислить xy′ . 
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Решение. 

x
ctgxx

xx
x

x
yx sinln1

cos
sin

1
sinln1

1)sin(ln
sinln1

1
222 +

=⋅⋅
+

=′⋅
+

=′ . 

2.5. Производная  неявной  функции  
Определение 5. Функция )(xfy =  называется неявной, если зависи-

мость между х и y выражена уравнением 
0),( =yxF ,                                                   (27) 

не разрешенным относительно y. 
Чтобы найти производную от неявной функции, надо данное уравнение 

(27) продифференцировать по х, рассматривая при этом y как функцию от х, 
и полученное уравнение разрешить относительно y′ . 

Пример 15. Найти производную функции y , заданной уравнением 
exye y =+ . 

Решение. Дифференцируем обе части уравнения по х, учитывая, что y 
есть функция от х: 

0=′++′⋅ yxyye y . 
Из полученного уравнения находим y′ : 

xe
yy y +

−=′ . 

3. ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИИ С ПОМОЩЬЮ ПРОИЗВОДНОЙ 

3.1. Возрастание  и  убывание  функций  
Определение 6. Функция )(xfy =  называется возрастающей в некото-

ром интервале, если для любых двух значений х1 и х2 из этого интервала 
)()( 12 xfxf >  при х2 > х1. 

Определение 7. Функция )(xfy =  называется убывающей в некотором 
интервале, если для любых двух значений х1 и х2 из этого интервала 

)()( 12 xfxf <  при х2 > х1. 
Интервалы возрастания и убывания функции называются интервалами 

монотонности функции. 
Теорема 8 (Достаточный признак возрастания и убывания функции). 

Если во всех точках некоторого интервала выполняется условие 0)( >′ xf , то 
в этом интервале функция f(x) возрастает, если же во всех точках некоторого 
интервала 0)( <′ xf , то функция убывает в этом интервале. 
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3.2. Экстремумы  функций  
Определение 8. Точка хо называется точкой максимума функции 

)(xfy = , если в некоторой окрестности точки хо выполняется неравенство 
)()( oxfxf < . 

Определение 9. Точка хо называется точкой минимума функции 
)(xfy = , если в некоторой окрестности точки хо выполняется неравенство 

)()( oxfxf > . 
Точки максимума и минимума называются точками экстремума, а зна-

чения функции в этих точках — экстремумами функции. 
Если функция )(xfy =  имеет экстремум в точке хо, то ее производная в 

этой точке равна нулю или не существует. Сформулированное условие назы-
вается необходимым условием существования экстремума.  

Точки, в которых производная )(xf ′  равна нулю или не существует на-
зываются критическими точками (первого рода). 

Замечание. Необходимое условие экстремума не является достаточным, 
так как наличие у функции критической точки вовсе не означает, что функ-
ция в этой точке обязательно достигает экстремума. 

Теорема 9 (достаточный признак существования экстремума). Если хо— 
критическая точка функции )(xf и при переходе через хо производная меняет 
знак с плюса на минус, то хо является точкой максимума функции, а если с 
минуса на плюс, то хо — точка минимума. 

3.3. Выпуклость  и  вогнутость  кривой .  Точки  перегиба  
Определение 10. График функции )(xfy =  называется выпуклым в не-

котором интервале, если он расположен ниже любой своей касательной в 
этом интервале. 

Определение 11. График функции )(xfy =  называется вогнутым в не-
котором интервале, если он расположен выше любой своей касательной в 
этом интервале. 

Теорема 10 (достаточное условие выпуклости и вогнутости кривой). Ес-
ли во всех точках некоторого интервала 0)( >′′ xf , то в этом интервале гра-
фик функции )(xfy =  вогнутый, если 0)( <′′ xf , то график функции выпук-
лый. 

Определение 12. Точка графика непрерывной функции, отделяющая его 
выпуклую часть от вогнутой, называется точкой перегиба. 

Необходимое условие существования точки перегиба состоит в том, что 
если Мо(xo,yo) — точка перегиба кривой, то вторая производная в точке xo 
равна нулю или не существует. 

Точки, в которых )(xf ′′  равна нулю или не существует называются 
критическими точками (второго рода). 
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Теорема 11 (достаточное условие существования точки перегиба). 
Пусть xo — критическая точка второго рода функции )(xfy = . Если при пе-
реходе через точку хо вторая производная меняет знак, то точка графика 
функции с абсциссой х=хо является точкой перегиба. 

Пример 16. Исследовать функцию 2

3

4 x
xy
−

=  и построить ее график. 

Решение.  
1) Областью определения функции являются все значения аргумента, за 

исключением х=2 и х=-2, при которых функция теряет смысл. Поэтому D(f): 
);2()2;2()2;( +∞∪−∪−−∞∈x . 

2) Данная функция является нечетной, т.к. )()( xyxy −=− , что обуслов-
ливает симметрию ее графика относительно точки начала координат.  

3) Пересечение графика с осью Оу: при х=0 у=0. Пересечение графика с 
осью Ох: у=0 только при х=0, т.к. только при этом значении х числитель дро-
би равен нулю, а знаменатель отличен от нуля. Следовательно, пересечение 
графика с обеими осями координат происходит в точке О. 

4) Исследуем наличие асимптот у графика функции (см. п. 1.3). 
а) Ищем вертикальные асимптоты в точках разрыва области определе-

ния. Для этого найдем односторонние пределы функции при 2→x  и 

2−→x : −∞=
−

=
−+→ 0

8
4

lim 2

3

02 x
x

x
, +∞==

−−→ 0
8

4
lim 2

3

02 x
x

x
,  

+∞=
−
−

=
−−−→ 0

8
4

lim 2

3

02 x
x

x
, −∞=

−
=

−+−→ 0
8

4
lim 2

3

02 x
x

x
.  

Следовательно, график функции имеет две вертикальные двухсторонние 
асимптоты в указанных точках. 

б) Ищем горизонтальные асимптоты:  

( ) −∞=
−

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
−

=
−

=
∞−
∞

=
− ∞→∞→∞→ 100

1

141
1lim

00
1

14
1lim

4
lim

23

2

3

xxxx
x

x
xxx

. Следо-

вательно, правая горизонтальная асимптота отсутствует, а в силу симметрии 
графика нечетной функции отсутствует и левая горизонтальная асимптота. 

в) Ищем правую наклонную асимптоту в виде прямой 11 bxky += . Оп-

ределим значения коэффициентов: 1
4

lim)(lim 2

2

1 −=
−

==
∞→∞→ x

x
x
xfk

xx
,  

( ) 0
4

4lim
4

lim)(lim 22

3

11 =
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
=−=

∞→∞→∞→ x
xx

x
xxkxfb

xxx
. Оба коэффициента 

конечны, значит, правая наклонная асимптота существует и ее уравнение 
xy −= . В силу симметрии графика нечетной функции относительно точки 

начала координат эта же прямая, проходя через точку О в третий координат-
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ный угол, будет являться и левой наклонной асимптотой (в этом можно убе-
диться вычислив ее коэффициенты через аналогичные пределы при −∞→x ). 

5) Исследуем функцию на монотонность. Для этого найдем ее производ-

ную 
( ) ( )

( )
( )22

22

22

42

22

322

2

3

4

12

4

12

4

)20()4(3
4 x

xx

x

xx

x

xxxx
x

xy
−

−
=

−

−
=

−

−−−
=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=′  и решим 

уравнение 0)( =′ xf . Получим 01 =x , 122 =x , 123 −=x . Это критические 
точки. Также к критическим относятся точки х=2 и х=-2, так как производная 
при этих значениях х не существует. Критические точки разбивают область 
существования функции на интервалы )12;( −−∞ , )2;12( −− , )0;2(− , 

)2;0( )12;2( , );12( +∞ . В каждом из них функция монотонна и производная 
сохраняет свой знак. Для определения знака выберем в каждом интервале по 
одной произвольной точке, и вычислим значение производной в ней, напри-

мер: ( ) 0
144

416)4( <
−⋅

=′f , 0
25
27)3( >=−′f , 0

9
11)1( >=−′f , 0

9
11)1( >=′f , 

0
25
27)3( >=′f , ( ) 0

144
416)4( <

−⋅
=−′f . По теореме 8 заключаем, что в интерва-

лах )12;( −−∞  и );12( +∞  функция убывает, а в остальных интервалах — 
возрастает. 

Определим точки экстремума. По необходимому условию существова-
ния экстремума их следует искать среди критических точек первого рода.  

При переходе через точку 12−=x  производная меняет знак с минуса 
на плюс. Следовательно, по теореме 9, в этой точке функция имеет минимум. 

При переходе через точку х=0 производная знак не меняет, следователь-
но, экстремума в ней нет. (Эту точку можно отнести к классу стационарных 
точек, т.к. производная в ней существует и равна нулю. Это означает, что ка-
сательная к графику функции в этой точке пройдет параллельно оси Ox , и 
функция будет сохранять свое значение в некоторой окрестности данной 
точки). 

При переходе через точку 12=x  производная меняет знак с плюса на 
минус. Следовательно, по теореме 9, в этой точке функция имеет максимум.  

Точки х=2 и х=-2 не могут быть точками экстремума, т.к. в пункте 1 ус-
тановлено, что это – точки разрыва, в которых функция не существует. 

Вычислим экстремумы функции:  

196,5
8
1212)12(max =

−
−

=−= fy , 196,5
8
1212)12(min −=

−
== fy . 

6) Определим интервалы выпуклости и вогнутости кривой. Для этого 

найдем 
( )

( )( ) ( )( )( )
( )

=
−

−−−−−−
=

′

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=′′ 42

422223

22

42

4

1220424424

4

12

x

xxxxxxx

x

xxy  
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( )( ) ( )
( )

( )
( )32

2

32

4223

4

128

4

1244424

x

xx

x

xxxxxx

−

+
=

−

−+−−
= . Полученная вторая произ-

водная обращается в нуль только при х=0, а в точках х=2 и х=-2 существует. 
Это и есть критические точки второго рода. Они разбивают область опреде-
ления функции на интервалы )2;( −−∞ , )0;2(− , )2;0( , );2( +∞ . Во всех точках 
внутри каждого интервала функция будет либо выпуклой, либо вогнутой.  
 
 

  
 
 

Рис.1 
 

Для определения характера кривизны выберем в каждом интервале по 
одной произвольной точке, и вычислим значение второй производной в ней, 

O 2 -2 12  - 12  

-5,196 

5,196 

xy −=

x 

y 
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например: 0
125

2124)3( >
−

⋅−
=−′′f , 0

27
138)1( <
⋅−

=−′′f , 0
27
138)1( >
⋅

=′′f , 

0
125

2124)3( <
−
⋅

=′′f . 

По теореме 10 заключаем, что в интервалах )2;( −−∞  и )2;0(  кривая во-
гнутая, в интервалах )0;2(−  и );2( +∞  — выпуклая. 

Так как при переходе через точку х=0 вторая производная меняет знак, 
то график функции имеет перегиб в этой точке (теорема 11). В точках х=2 и 
х=-2, как было отмечено выше, функция не существует. 

7) По результатам исследования строим график функции (рис.1).  

ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ 

Задание № 1. Найти пределы функций. 

Вариант 1. а) 
733

45lim 3

32

++
+−

∞→ xx
xx

x
;  б) 

123
12lim

5 −−

−−
→ x

x
x

; в) lim
0→х

23
2cos1

х
x−

;  

г) ( )( )xxx
x

ln)3ln(5lim −−−
∞→

. 

Вариант 2. а) 42

4

23
41lim

xxx
xx

x ++
−+

∞→
; б) 

28
73lim

2

4 −+
−−

−→ x
x

x
; в) 

x
xх

x 20 arcsin
3sinlim

→
;  

г) ( )( ))12ln()42ln(52lim +−+−
∞→

xxx
x

. 

Вариант 3. а) 42

24

43
243lim

xxx
xx

x −+
+−

∞→
; б) 

422
3lim

9 −−
−

→ x
x

x
; в) 2

2

0 4
arctglim

x
x

x→
;  

г) ( )( ))12ln()12ln(13lim +−−−
∞→

xxx
x

. 

Вариант 4. а) 72

57

1453
1042lim
xxx

xx
x +−

−+
∞→

; б) 
x

x
x −

−−
→ 2

31lim
4

; в) )2ctg(lim 22
0

xx
x→

;  

г) ( )( ))35ln()25ln(1lim −−+−
∞→

xxx
x

. 

Вариант 5. а) 
xx

xx
x 421

134lim 2

23

+−
−+

∞→
; б) 

112
345lim

1 −−
−+

→ x
x

x
; в) 2

2

0

8sinlim
x

x
x→

;  

г) ( )( ))1ln()2ln(34lim −−+−
∞→

xxx
x

. 

Вариант 6. а) 22

33

)1()1(
)1()1(lim

−++
−−+

∞→ xx
xx

x
; б) 

123
2lim

4 +−
−

→ x
x

x
;  

в) 
х

xx
x 3

arcsinctg2lim
2

0

⋅
→

; г) ( )( )xxx
x

ln)5ln(53lim −++
∞→

. 
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Вариант 7. а) 44

44

)1()12(
)1()12(lim

−++
−−+

∞→ xx
xx

x
; б) 

xx

x
x 336

1lim
21 ++

+
−→

; в) 2

2

0 3
2

tg
lim

x

x

x→
;  

г) ( ))1ln()4ln()1(lim 2 +−+−
∞→

xxx
x

. 

Вариант 8. а) 4

342

31
95lim

xx
xxx

x +−
+−

∞→
; б) 

x
xx

x

3459lim
2

0

−+−
→

; в) 
xx

х
x sintg

4lim
0 −→

;  

г) ( ))4ln()1ln()3(lim 2 −−++
∞→

xxx
x

. 

Вариант 9. а) 24

4

34
25lim
xx

xx
x ++

+−
∞→

; б) 
375
188lim

1 −−−
+−+

→ xx
xx

x
; в) 

xx
x

x 2sin
3cos1lim

0

−
→

;  

г) ( ))23ln()21ln()1(lim 2 xxx
x

−−−−
∞→

. 

Вариант 10. а) 
3

3lim 5

25

+
+−

∞→ x
xxx

x
; б) 

xx
x

x −
−+

→ 2

2

1

231lim ; в) 
x
x

x 2sin
5tglim

0→
;  

г) ( )( ))1ln()2ln(32lim +−−−
∞→

xxx
x

. 

Вариант 11. а) 
332
23lim 5

25

+−
−+

∞→ xx
xx

x
; б) 

35
16lim

2

4 −+
−

→ x
x

x
; в) 

x
x

x 5sin
5cos1lim 20

−
→

;  

г) ( )( ))12ln()12ln(2lim −−++
∞→

xxx
x

. 

Вариант 12. а) 4

34

23
227lim

x
xx

x +
+−

∞→
; б) 

33
36lim

2

6 −+
−

→ x
x

x
; в) 

x
х

x 3arctg
3arcsinlim

0→
;  

г) ( )( )xxx
x

ln)1ln(23lim −++
∞→

. 

Вариант 13. а) 52

5

324
53lim
xx

xx
x ++

−+
∞→

; б) 
23

1lim
3

1 −+
−

→ x
x

x
; в) 

x
х

x 3arctg
5sinlim

0→
;  

г) ( )( )xxx
x

ln)3ln(12lim −++
∞→

. 

Вариант 14. а) 4

35

23
389lim

x
xx

x +
−+

∞→
; б) 

2
516lim

4 −
−+

→ x
x

x
; в) 

xx
xx

x coscos
3tglim 30 −→

;  

г) ( )( )xxx
x

ln)3ln(32lim −++
∞→

. 

Вариант 15. а) 
4

32lim 27

346

++
−−−

∞→ xx
xxx

x
; б) 

23
1lim

3

1 −+
−

→ x
x

x
; в) 

xx
x

x 5sin
соs41lim

0

−
→

;  

г) ( )( ))12ln()12ln(23lim +−−−
∞→

xxx
x

. 

Вариант 16. а) 
334

215lim 526

27

−+−
−+

∞→ xxx
xxx

x
; б) 

82
73lim

2

4 +−
−−

−→ x
x

x
; в) 2

2

0 5
2arctglim

x
x

x→
;  

г) ( )( ))32ln()12ln(2lim 22 +−++
∞→

xxx
x

. 
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Вариант 17. а) 32

23

31
12lim

xx
xx

x −+
+−

∞→
; б) 

622
41lim

5 −−
−−

→ x
x

x
; в) 20

13coslim
x

x
x

−
→

;  

г) ( )( ))1ln()42ln(3lim xxx
x

−−−+
∞→

. 

Вариант 18. а) 
xxx

xx
x −+

+−
∞→ 35

25

32
143lim ; б) 

352
223lim

2 −+
−−

→ x
x

x
; в) 

x
х

x arcsin2
5arctglim

0→
;  

г) ( )( ))35ln()32ln(4lim xxx
x

−−−−
∞→

. 

Вариант 19. а) 
934
15lim 34

24

−−
+−

∞→ xx
xx

x
; б) 

25
132lim

1 −+
−+

−→ x
x

x
; в) 

xx
xx

x 2sin
coscoslim

3

0

−
→

;  

г) ( )( ))21ln()2ln(5lim xxx
x

+−−+
∞→

. 

Вариант 20. а) 
745
953lim 36

57

++
++

∞→ xx
xx

x
; б) 

38
25lim

1 −+
−−

→ x
x

x
; в) 

x
xх

x 3tg
2ctglim

2

0→
;  

г) ( ) ( ))32ln()1ln(3lim −−++
∞→

xxx
x

. 

Вариант 21. а) 
432

53lim 32

3

+−
−

∞→ xx
x

x
; б) 

21
323lim

3 −−
+−

→ x
x

x
; в) 

xx

x

x 2sin
2

3sin
lim

2

0→
;  

г) ( )( ))7ln()3ln(12lim −−+−
∞→

xxx
x

. 

Вариант 22. а) 
xxx

xx
x 426

53lim 23

23

+−
+−

∞→
; б) 

18
49lim

2

7 −−
−

→ x
x

x
; в) 

x
x

x 5cos1
3cos1lim

0 −
−

→
;  

г) ( )( ))72ln()52ln(23lim −−++
∞→

xxx
x

. 

Вариант 23. а) 3

23

24
53lim

xx
xx

x −−
+−

∞→
; б) 

7
262lim

3

7 −
−−

→ x
x

x
; в) 

x
xx

x cos1
arcsin2lim

0 −→
;  

г) ( )( ))92ln()12ln(2lim −−++
∞→

xxx
x

. 

Вариант 24. а) 
453

5lim 42

4

+−
−

∞→ xx
xx

x
; б) 

62
113lim

2 +−
+−

−→ x
x

x
; в) 

0
lim
→x

(sin5х ctg3x);  

г) ( )( ))1ln()2ln(17lim xxx
x

+−−−
∞→

. 

Вариант 25. а) 33

22

)1(
)1(lim
xx

xx
x ++

−−
∞→

; б) 
352
223lim

2 −+
−−

→ x
x

x
; в) 

x
x

x 3cos1
2cos1lim

0 −
−

→
;  

г) ( )( ))12ln()42ln(52lim +−+−
∞→

xxx
x

. 

Вариант 26. а) ( )
( )22

22

3)3(
)3(3lim

xx
xx

x +−−
++−

∞→
; б) 

34
29lim

5 −−
−+

−→ x
x

x
; в) 

xx
x

x 2sin
3tglim

2

0→
;  

г) ( )( ))53ln()13ln(7lim +−−−
∞→

xxx
x

. 
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Вариант 27. а) 32

23

25
253lim

xxx
xx

x −−
+−

∞→
; б) 

2
13lim

4 −
−−

→ x
x

x
; в) 

х
х

x 4cos1
3lim

2

0 −→
;  

г) ( ))12ln()12ln(3lim +−−
∞→

xxx
x

. 

Вариант 28. а) 55

55

)1()32(
)1()13(lim

−+−
+−−

∞→ xx
xx

x
; б) 

41
225lim

3 +−
−−

−→ x
x

x
; в) хх

x
22

0
ctg3lim

→
;  

г) ( ))1ln()2ln()34(lim −−+−
∞→

xxx
x

. 

Вариант 29. а) 
153

245lim 3

3

−+
−−

∞→ xx
xx

x
; б) 

2
529lim 38 −

−+
→ x

x
x

; в) 
x

xх
x 3cos1

2sinlim
0 −→

;  

г) ( )( ))4ln()3ln(23lim +−++
∞→

xxx
x

. 

Вариант 30. а) 
232

374lim 4

42

−+
−−

∞→ xx
xx

x
; б) 

x
x

x +−

−−
→ 83

52lim
1

; в) 2

5

0 3
cos2cos2lim

x
xx

x

−
→

;  

г) ( )xxx
x

ln)4ln()72(lim −++
∞→

. 

Задание № 2. Найти производные 
dx
dy  данных функций. 

Вариант 1. а) )1ln(1arcsin 2 +++= xx
x

xy ; б) 
3

tgctg 3 xxy −= ;  

в) y.xyxxy 25cossin23 2 +=++  

Вариант 2. а) 
x
xxy

2
1ln

2 ++
= ; б) ( )xxy +−= 2ln42 ;  

в) .yeyxyxyx x5223 423 =−++  

Вариант 3. а) 
x

xxy
42

12 2

+
−−

= ; б) ( )xxxy 21ln21 ++−+= ;  

в) .yxxyxy )3cos()arctg(2 32=+  

Вариант 4. а) 
4

2

312 x

xy
−

= ; б) ( )1ln ++= xxy ;  

в) .arccossin2

x
yyxyx =+−  

Вариант 5. а) 3

22

6
8)8(

x
xxy −−

= ; б) 11arctg 222 −−−= xxxy ;  

в) .5ctg2 224 yxexyyx +=+  
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Вариант 6. а) 2

2

5
5ln

x
xy

−
+

= ; б) 
x

xy 1arctg
2 −

= ;  

в) .2cossin)ln( 32 yxxyyx +=++  

Вариант 7. а) ( )xxy cosln2 += ; б) 3
8

4
3

1
x

xy +
=   

в) ).25cos(tg223 yxyxyx +=+−  

Вариант 8. а) 
3 23

3

)2(

34

x

xy
+

+
= ; б) ( )

1
11ln 2

2

−
−−=

x
xy ;  

в) .arcctgcossin2

y
xyxy =⋅+  

Вариант 9. а) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 1

2
tgarctg xy ; б) 3)3ln( 22 +−++⋅= xxxxy ;  

в) .ctgtg3arcsin23 2 yxxyyx −=+−  

Вариант 10. а) 
2

2

212
1

x
xy
+

+
= ; б) )122ln( 2 +++= xxxy ;  

в) .5tgsin42

y
xyeyx x =+−  

Вариант 11. а) 3

32

3
)1(

x
xy +

= ; б) 4
21
21ln

x
xy

−
+

= ;  

в) ).25ln(cos4sin3)cos( 2 yxxyxy +=−+  

Вариант 12. а) 
3

36

8

1288

x

xxy
−

−+
= ; б) ( ) xxxy tgcosln += ;  

в) .eyxyx yx 322222 )arcctg( −=++  

Вариант 13. а) 2
)2(32

x
xxy −+

= ; б) )cos1ln(cos 42 xxy ++= ;  

в) ).ln(3
cos
sin22 33 yx

y
xxyx +=++  

Вариант 14. а) ( )xxey x 2sin22cos += ; б) xey 41arccosln −= ;  
в) .yxyxy 23 24cos3sin2)2( +=−+  
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Вариант 15. а) 1)1( 32 +−= xxy ; б) xxxxy arctg1)4ln( 22 +−++= ;  

в) .tg2ctg3)(log3 y
xyxxy =−+  

Вариант 16. а) 
5)5(

1
22 ++

−
=

xx

xy ; б) ( ))cos(ln)sin(ln xxxy −= ;  

в) .5cossin34 222 yyxyx =++−  

Вариант 17. а) ( )5,0112 −−= − xey x ; б) )212ln(
2

1 2xtgtgxy ++⋅= ;  

в) ).ln(cossin 233 yxyxyx =++−  

Вариант 18. а) 2

2

2 1
ln

2
1

1
ln

x
x

x
xy

+
−

+
= ; б) 

x
xy

+
−

=
1
1 ;  

в) .3lnln23 yxyxyx −=−+  

Вариант 19. а) 2

2)12(
x

xxxy −+
= ; б) )1ln(arcsin=y 2xe− ;  

в) .023ln =−++ yx
x
ye y

x

 

Вариант 20. а) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

12
32cosln

x
xy= ; б) 

54)2(

1
2 +++

=
xxx

y ;  

в) .43cossin)arctg( xyxxyxy −=−+  

Вариант 21. а) 
1

13 2

+
++

=
x

xxy ; б) xxx eeey −+−+= arcsin)1ln( 2 ;  

в) .2ctg43 2 yxexyyx −=−+  

Вариант 22. а) 
xx

xxy
31

21ln
2

2

−+

++
= ; б) 

2
arcsin84 2 xxxy +−= ;  

в) .0cossinln22

2
=++

+
yx

yx
xy  

Вариант 23. а) 
726

7
2 ++

+
=

xx

xy ; б) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

x
y 1arccosln ;  

в) .3lnsin2 233 yxyxxyx +=−+  
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Вариант 24. а) 
1

1
2 ++

+
=

xx
xy ; б) ( )22 3ln3 xxxxy ++−+= ;  

в) .arccos2 23 yx
x
y

y
x

+=+  

Вариант 25. а) ( )x
xy
−

=
1sin

lnln ; б) 2

3

)1(12
)1(

−
+

=
x
xy ;  

в) .coslnsinln3 2 x
y

eyxyx =+++  

Вариант 26. а) ( )xx eey 21ln ++= ; б) x+xxy arctg )1( = ;  

в) .45)3tg(
2

xxyxyexy −=+  

Вариант 27. а) ( )xxxy cos2sinln2 ++= ; б) 
72

12)3(
+

−+
=

x
xxy ;  

в) .cossinln 2

x
y

y
xeyx yx −+=+ +  

Вариант 28. а) y=tg(ln(sin(1+
x
1 ))); б) 

2

3
2 +

+
=

x

xxy ;  

в) ).23ln(ctgtg22 yxyxxy +=++  

Вариант 29. а) 
3

12arcsin
8
92

4
12 2 −

+−+
−

=
xxxxy ; б) 21lnarctg xx-y=x + ;  

в) .cos2sin3tg
2

y
x

eyx
x
y

=++  

Вариант 30. а) 
2
ctgtgarctg xxy −

= ; б) ( )
8

2cos2sin22 xxey
x −−

= ;  

в) .2sinarcsin yx
x
y

y
x

−=+  

Задание № 3. Исследовать функцию и построить её график. 

Вариант 1. а) 
x+x

y=
2

1
2 , б) xe

 x+y= 1 . 

Вариант 2. а) 2

2

9
9

+x
-xy= , б) 

x
x y= ln3 .  

Вариант 3. а) 
42

2

-x
xy= , б) x ey=x

1
2 .  

Вариант 4. а) 
9

2
2

2

-x
xy= , б) 

1x+
ey=

-x
. 
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Вариант 5. а) 2)3(x-
x y= , б)  x

xy= 2
ln . 

Вариант 6. а) 
4

8
2-x

y= , б) 
x

ey=
x

. 

Вариант 7. а) 
 x

x-y= 2
1 , б) xy=x ln2 . 

Вариант 8. а) 2

34
x
-xy= , б) x e

x+y= 12 . 

Вариант 9. а) 
9
1

2

2

+x
-xy= , б) 

+x
-xy=

2
2ln . 

Вариант 10. а) 32
9
+x

xy= , б) xe
x y= . 

Вариант 11. а) 
3
1

2

2

+x
-xy= , б) )1ln( 2+xy= . 

Вариант 12. а) 2
13

x
x-y= , б) 

1
1

2 -e
y= x . 

Вариант 13. а) 29
3
-x
xy= , б) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

-x
+xy=

3
3ln .  

Вариант 14. а) 
122

3

+x
xy= , б) 2

x

y=xe . 

Вариант 15. а) 2)2(
4

x+
xy= , б) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+x
-xy=

1
1ln . 

Вариант 16. а) 2

3 4
x
+xy= , б) 2

1
x

 

y=e . 

Вариант 17. а) 3

2 43
x

-xy= , б) 3
ln
x

x y= . 

Вариант 18. а) 
42

)1(4
2

2

x++x
x+y= , б) 12x-y=xe . 

Вариант 19. а) 
 +x

xy= 2

2

1
, б) 

x 
xy=

ln
. 

Вариант 20. а) 231 x+
xy= , б) x exy=

1
24 . 

Вариант 21. а) 
 +x

xy= 2

2

4
2 , б) )1ln( 2-xy= .  
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Вариант 22. а) 
 +x

xy= 216
, б) xy=x  ln2 .  

Вариант 23. а) 2

2

4-x
xy= , б) x ex

y= 2
1 .  

Вариант 24. а) 2

2

1
1

+x
-xy= , б) 1

1
x+y=e .  

Вариант 25. а) 
9

2
2-x
xy= , б)  xy=x 3ln .  

Вариант 26. а) 241
8

x+
xy= , б) )32ln( 2+xy= .  

Вариант 27. а) 
 -x

y= 23
1 , б) xy=e

1

.  

Вариант 28. а) 29
6
+x

x-y= , б) xy=xe
1

.  

Вариант 29. а) 
12

312
2

2

+x
x-y= , б) 2xe

xy= .  

Вариант 30. а) 
2
6

2

2

-x
-x-xy= , б) x xe

y= 1 .  
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