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ВВЕДЕНИЕ 

Крупногабаритные плоские и пространственные стержневые системы 
широко применяются в промышленном и гражданском строительстве. Тре-
бования экономичности и предельного использования их несущей способно-
сти приводят к необходимости использования легких и гибких конструкций, 
а также обеспечения их надежной эксплуатации за пределами упругой рабо-
ты материала конструкций.  

Для таких стержневых систем с применением высокопрочных материа-
лов расчет по недеформированной схеме, предполагающей малость переме-
щений, становится неприемлемым. При расчете подобных конструкций 
необходимы отказ от приближенных основных гипотез линейной строитель-
ной механики и переход к расчету по деформированной схеме, т. е. с учетом 
геометрически нелинейного их поведения. 

Кроме того, необходимо учитывать также физическую нелинейность 
большинства современных строительных материалов, из которых изготавли-
ваются конструкции, и изменения расчетной схемы сооружения в процессе 
его нагружения, т. е. конструктивную нелинейность, выражающуюся во 
включении или выключении связей во время этого процесса. 

Решение нелинейных задач вызывает существенные математические труд-
ности, так как некоторые принципы линейной строительной механики не при-
менимы для нелинейных задач [1, 15].  

В связи с этим стали активно развиваться так называемые инкременталь-
ные методы [1, 20, 21, 33, 34], позволяющие решать нелинейные задачи пу-
тем сведения к решению линейных задач. Инкрементальные методы заклю-
чаются в том, что на основе нелинейных уравнений получают линейные ин-
крементальные уравнения относительно неизвестных приращений 
(инкрементов) искомых функций. Это дает возможность использовать на 
каждом шаге приращения неизвестного параметра (нагрузки, перемещения 
и т. д.) принципы линейной строительной механики и учитывать историю 
нагружения конструкции. 

Из всего этого следует необходимость углубленного изучения современных 
методов нелинейной строительной механики с ее основными положениями. 
Однако на их изучение, в связи с сокращением часов учебных занятий, времени 
у студентов, магистрантов и аспирантов крайне мало. Самостоятельное изуче-
ние ими капитальных трудов [45, 17, 20, 21, 33] практически невозможно. 

Данное учебное пособие ставит своей целью ознакомить их в системати-
зированной форме с основными положениями нелинейной строительной ме-
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ханики стержневых систем и на конкретных примерах расчета показать осо-
бенности алгоритмов расчета и их реализацию. 

В связи с тем, что решение некоторых важных задач в пособии построено 
на использовании метода конечных элементов (МКЭ) в форме классического 
смешанного метода (альтернативного по отношению к традиционному в пе-
ремещениях МКЭ), то, в целях устранения необходимости обращения к пер-
воисточникам [10, 11, 13, 14], в главе 1 изложены основные положения этого 
метода и основанный на нем алгоритм расчета стержневых систем. 

Во второй главе дано краткое изложение методов решения нелинейных 
задач применительно к стержневым системам. 

Третья глава посвящена расчету геометрически нелинейных стержневых 
систем по методу конечных элементов в форме смешанного метода. Приве-
дены примеры расчетов на основе инкрементального подхода. 

В четвертой главе рассматриваются физически нелинейные задачи, свя-
занные с нелинейно-упругим и упруго-пластическим поведением материала 
конструкции. 

Пятая глава посвящена прямому методу расчета конструктивно-
нелинейных систем. Приведены примеры таких расчетов. 

Все особенности используемых в пособии методов и алгоритмов показа-
ны на примерах расчета простых стержневых систем, где они проявляются 
наиболее отчетливо. 
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1. ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

Основной задачей строительной механики с самого начала ее зарождения 
как науки является разработка методов расчета строительных конструкций на 
различные виды воздействий (силовые, кинематические, температурные, агрес-
сивные среды и т. д.) и предсказание их поведения на основе расчетов. Основная 
цель расчетов — обеспечение прочности, устойчивости, надежности и безопас-
ности эксплуатации сооружений. 

На первом этапе своего становления основная задача расчета конструкций 
формировалась как задача определения их напряженно-деформированного со-
стояния (НДС), вызванного действием эксплуатационных нагрузок. 

В первой четверти XIX в. французским ученым и инженером Навье был 
предложен принцип расчета конструкций по начальному, т. е. заданному не-
деформированному состоянию. Согласно этому принципу, называемому 
принципом малости перемещений, форма и размеры конструкций до и после 
нагружения отождествляются. 

Этот принцип совместно с законом Гука позволил разработать в даль-
нейшем методы расчета, составляющие основу линейной строительной ме-
ханики. В ее рамках был решен большой круг задач по исследованию 
напряженно-деформированного состояния всех типов конструкций: одно-
мерных, двумерных и трехмерных (стержневых, пластинчатых, оболочеч-
ных, массивных, комбинированных и др.). 

Применяемые в настоящее время строительные материалы, виды, формы 
и условия эксплуатации конструкций требуют для обеспечения надежности ра-
боты учета большого количества факторов, не вписывающихся в рамки физи-
ческих и математических моделей линейной строительной механики. 

Отсюда следует, что для решения основной задачи расчета конструкций 
с учетом особенностей деформирования материалов и самих конструкций 
необходимо отказаться от простых допущений линейной строительной ме-
ханики и перейти к теоретическим обоснованиям более общей нелинейной 
строительной механики. 

Прежде всего это относится к расчету конструкций по недеформированному 
состоянию, основанному на допущении о малости перемещений. 
В действительности во многих конструкциях, особенно в так называемых гиб-
ких, даже при работе материала в упругой стадии нагружение приводит 
к большим перемещениям и изменению формы и размеров. В этом случае соот-
ношение между деформациями и перемещениями оказываются нелинейными. 

Подобного рода нелинейность называется геометрической. 
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Одновременный учет в расчетах всех трех видов нелинейности дает 
наиболее достоверную информацию о поведении конструкции на любом 
этапе ее жизненного цикла. 

Вместе с тем такой расчет не всегда целесообразен не только из-за своей 
сложности, но и из-за того, что, как правило, в большинстве конструкций по 
условиям их работы преобладает тот или иной вид нелинейности. Именно 
поэтому в данном учебном пособии расчет с учетом каждого из трех видов 
нелинейности рассматривается отдельно. 

Однако для всех трех видов нелинейности при решении систем нелиней-
ных уравнений, соответствующих им, в настоящее время используется один 
и тот же численный метод — метод приращений параметров. Он был разра-
ботан математиками в середине XX в., назван методом вариации параметров 
и применялся для решения задач прикладной математики. 

Во второй половине XX в. этот метод интенсивно развивался многими 
учеными применительно к задачам строительной механики и механики де-
формируемого твердого тела под разными названиями: «метод последова-
тельных нагружений», «метод последовательных приращений жесткостей», 
«метод последовательных приращений времени». Все эти разновидности ме-
тода приращения параметров получили в последующем объединяющее 
название «шаговые методы». 

Их объединяет общая идея варьирования различных параметров (нагру-
зочных воздействий, жесткости системы, времени), входящих в систему не-
линейных уравнений, описывающих задачу. Пошаговая линеаризация этой 
системы уравнений производится по выбираемому параметру х. Исходное 
значение этого параметра х и соответствующее ему исходное напряженно-
деформированное состояние считаются известными. Затем варьированному 
параметру придается малое приращение x  и находится соответствующее 
ему изменение напряженно-деформированного состояния. Последовательно 

выполняя эту операцию до окончательного значения 
  1

,
n

i
i

x x


   можно ре-

шить задачу, т. е. систему нелинейных уравнений. 
Величина малого шага x  должна выбираться такой, чтобы можно было 

пренебрегать нелинейными членами в системе разрешающих уравнений на 
каждом шаге. Это означает, что на каждом из шагов решается система ли-
нейных алгебраических уравнений, описывающая линейное поведение си-
стемы на данном шаге. 

Расчеты реальных конструкций с учетом нелинейного их поведения ста-
ли возможны лишь в связи с бурным развитием вычислительной техники 
(ЭВМ) и численных методов. Если самым значительным достижением стро-
ительной механики в первой половине XX в. являлся метод сеток, то вели-
чайшим достижением во второй половине века, безусловно, является метод 
конечных элементов (МКЭ). 
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Говоря об МКЭ в строительной механике и механике деформируемого 
твердого тела, подразумевают, как правило, классический вариант в форме 
метода перемещений. Абсолютное большинство статей, монографий и обзо-
ров по численным методам посвящены именно ему. Объясняется это основ-
ным преимуществом классического метода перемещений по сравнению 
с методом сил — возможностью формализации расчета и разработки эффек-
тивных алгоритмов и реализующих их программных продуктов. 

В настоящее время за рубежом и нашей стране в расчетах конструкций ис-
пользуется большое количество как универсальных, так и специализированных 
программных продуктов, реализующих МКЭ в форме метода перемещений. 

Однако, как показывает практика их применения, полностью доверять 
этим численным решениям на основе МКЭ в перемещениях нельзя. Это при-
знается многими специалистами и поэтому все программные комплексы, ре-
ализующие МКЭ в перемещениях, проходят тестовые проверки на различ-
ных так называемых задачах-ловушках. По этой причине необходимо иметь 
второй альтернативный метод расчета, базирующийся на другой концепции 
и позволяющий выполнить сравнительный анализ результатов для оценки их 
достоверности. 

Одним из таких альтернативных методов служит предложенный и разви-
ваемый авторами данного учебного пособия метод конечных элементов 
в форме классического смешанного метода. 

Эта форма МКЭ является более общей по отношению к МКЭ в переме-
щениях, сохраняя ту же степень формализации расчета, не имеет его специ-
фических недостатков, позволяет получить полную картину перемещений 
и усилий в узлах конечно-элементной сетки рассматриваемой конструкции. 

По этой причине в данном учебном пособии получение разрешающих 
уравнений для рассматриваемых задач базируется, в основном, на МКЭ 
в форме классического смешанного метода. Теоретические основы этой 
формы МКЭ и его применение в задачах линейной строительной механики 
изложены в [13]. 
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Для конечного элемента первого типа введены следующие обозначения 
неизвестных: кинематические неизвестные 1 2 3 4,  ,  ,  q q q q  — линейные пере-
мещения концевых связей по направлениям глобальных координатных осей; 
силовое неизвестное 5q  — продольное усилие , i jN  в конечном элементе 

между узлами i и j. 
Для конечного элемента второго типа приняты следующие обозначения: 

кинематические неизвестные 1 2 3 4 5 6,  ,  ,  ,  ,  q q q q q q  (линейные и угловые пе-

ремещения концевых связей) и 7 8 9,  ,  q q q    — силовые неизвестные (попереч-
ная сила, изгибающий момент, продольное усилие) в сечении посередине 
длины конечного элемента или в любом другом сечении. 

Ввиду простоты статически определимой основной системы элементы 
матрицы откликов для этих двух типов конечных элементов (КЭ) получают-
ся, как и в классическом смешанном методе, непосредственно из рассмотре-
ния физических соотношений — из условий неразрывности и равновесия, то 
есть из кинематических и статических условий. 

Подробное рассмотрение получения коэффициентов матрицы откликов 
выполнено в [13]. 

В блочной форме эта матрица имеет следующий вид: 
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Для конечного элемента второго типа (см. рис. 2.2, б) 
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Ориентация конечного элемента — стержня относительно общей систе-
мы координат 1 1xoy  характеризуется матрицей направляющих косинусов ло-
кальной системы координат xoy . 

От типа конечного элемента и порядка расстановки компонентов в век-
торе неизвестных  q  зависит структура матрицы перехода, куда входят 

матрицы направляющих косинусов для кинематических неизвестных q  на 
концах КЭ и силовых неизвестных q  в разрезе. 
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Для КЭ второго типа 
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Здесь ,i j   — углы наклона концевых сечений в узлах i  и j в общей си-

стеме координат. 
Матрицы откликов КЭ и первого и второго типов получаются с помощью 

матрицы перехода: 
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Те же самые выражения (2.8) и (2.9) можно получить из непосредствен-
ного рассмотрения конечного элемента в общей системе координат. 

Если после приведения нагрузки, действующей на стержневую систему, 
к узловой и расчета в линейной постановке получаем значения усилий 

,  ,  M Q N  и узловых перемещений каждого КЭ, то в первой итерации нели-
нейного расчета учитывается полученная после первого шага нагружения 
геометрия (конфигурация) стержневой системы и используются матрицы от-
кликов для КЭ с учетом влияния продольной силы N . 

Это влияние с достаточной точностью может быть определено при ап-
проксимации точной функцией прогибов, функции прогибов от единичных 
нагрузок 7 1q   или 8 1q   (рис. 2.3, а, б). 
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Элементы вектора откликов на воздействия заданных нагрузок  ,
T

P PR   

в поле конечного элемента второго типа представляют в данном случае ре-
акции и перемещения концов двух консольных балок (рис. 2.6) по направле-
ниям соответствующих неизвестных. 
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Рис. 2.6

тот векто
ицы перех

 T P

P

r
  

упругой
еских ура

P

P

Rq

q

 
     

матрица

основной 
ций в свя

ых значен

равлениям
ной систе

м силовы
акций во 

— векто
и в основн
подвектор

в [] стро
конструк

  1

n
T
t t

t

D h d




е; td  — м
КЭ с ном
вно числу

бцов равн
укции. 

р находит
хода: 

 .P

P





 

й стержне
авнений и

0,




 

а отклико

системы
зях основ

ниях;   


м силовы
мы;    —

ых неизвес
выведенн
ор переме
ной систе
р неизвест

оится по
кции при 

,th  

матрица о
ером t  с д
у неизвес

о общему

 

тся так ж

евой сист
имеет след

ов стерж

 от едини
вной сист

 Tr    —

ых неизвес
— матриц

стных q  
ных связя
ещений п
еме; {q} —
тных усил

тому же 
расчете 

откликов 
другими К
стных в ос

у количес

же, как и м

темы раз
дующий в

жневой си

ичных см
темы от с

— матриц

стных q  
ца перем

при их е
ях в основ
по направ
— подвек
лий. 

 алгорит
по МКЭ 

КЭ с ном
КЭ систе
сновной с

ству неизв

матрица 

(2.19) 

зрешаю-
вид: 

(2.20) 

истемы; 

мещений 
силовых 

ца пере-

от еди-
мещений 

единич-
вной си-
влениям 
ктор не-

му, что 
в пере-

(2.21) 

мером t; 
мы. 
системе 

вестных 



 

Век

 

Реш
ненные
бии [13
другим
нованы

Расс
распред
гибную

В со
на отде
щений 

ктор возде

шения раз
е на основ
3], показа
м классиче
ы на одних

к

смотрим 
деленной
ю жесткос
оответств
ельные эл
при расчл

ействия н

знообразн
ве изложе
ли полно
еским ме
х и тех же

2.2. Оц
по ме
в пе

классич

шарнирн
 поперечн
сть EJ  (ри
вии с МК
лементы (
ленении б

нагрузки в

P

P

R 
  

ных задач
енной фо
е совпаде
етодам и 
е допущен

ценка сх
тоду ко
еремещ
ческого

о опертую
ной нагру
ис. 2.7, а)
КЭ (в фор
(балки дл
балки на 

20 

в основно

  1

n
T
t

t

h


 




ч линейно
ормы МК
ение резу
МКЭ в п
ниях и пр

ходимо
онечны
щениях
о смеша

ю по конц
узкой и им
. 
рме метод
линой l ). 

n  элемен

Рис. 2.7

ой систем

,  

,  

.
P t

P t

r 
  

 

ой строит
Э и прив
ультатов р
перемещен
ринципах

ости ре
ых элем
и в фо
анного 

цам балку
меющую 

да переме
Основная
нтов показ

е строитс

ельной м
еденные 
расчета с 
ниях, так
. 

ешений 
ментов 
рме 
метода

у длиной 
постоянн

ещений) р
я система
зана на ри

ся аналоги

механики,
в учебно
результат
к как все 

 

а 

L , загруж
ную по дл

расчленим
а метода 
ис. 2.7, б.

ично: 

(2.22) 

выпол-
ом посо-
тами по 
они ос-

женную 
лине из-

м балку 
переме-
 

 



21 

Система разрешающих уравнений метода конечных элементов в данном 
случае полностью совпадает с уравнениями метода перемещений: 

 
     

     

л
1   1   1   13 2

л
  1   1   1   12

12 6
2 0;

6 2
4 0.

п
i i i i i i i i

п
i i i i i i i i

EJ EJ
R z z z R R

l l
EJ EJ

M z z M M
l l

   

   

         

          
  (2.23) 

где л л, , ,п п
i i i iR R M M  — реакции и реактивные моменты на i-й опоре системы от 

нагрузки в пролетах справа и слева от i-й опоры соответственно (см. рис. 2.7, б).  
Для случая равномерно распределенной нагрузки, то есть const,q   имеем 
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  (2.24) 

После умножения первого и второго уравнений системы (2.24) на / 2l EJ  
получаем: 
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  (2.25) 

Увеличив число n до бесконечности, то есть перейдя к пределу l → dx, 
имеем: 
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  (2.26) 

Таким образом, система разрешающих уравнений (1.23) метода переме-
щений при предельном переходе преобразуется к виду 

 ,i iz       .i iz     (2.27) 

Оба эти уравнения тождественны, так как одно вытекает из другого. Вы-
рождение системы алгебраических уравнений (2.23) при предельном перехо-
де в одно дифференциальное уравнение приводит к неустойчивости счета 
и к ухудшению сходимости численного решения к точному решению при 
сгущении сетки конечных элементов. 

Таким образом, при достаточно малой длине конечного элемента мате-
матическая модель в виде системы уравнений (2.25) не сходится к точному 
решению при любом заранее заданном, но конечном числе значащих цифр 
выполняемых операций. Впервые это было замечено В. С. Чувиковским [32]. 
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Таким образом, система уравнений (2.29) преобразуется к виду 

 0; 0.M EJz M q      (2.30) 

Система дифференциальных уравнений (2.30) разрешима. Это означает, что 
при предельном переходе система алгебраических уравнений (2.29) не вы-
рождается и при сгущении сетки конечных элементов счет будет устойчивым. 
Следовательно, при решении задачи по МКЭ в смешанной форме математиче-
ская модель в виде системы уравнений (2.29) сходится к точному решению. 

Это позволяет сделать вывод о том, что вырождение системы алгебраи-
ческих уравнений МКЭ при предельном переходе не является специфиче-
ским свойством этого метода вообще, а проявляется лишь в некоторых кон-
кретных случаях. В то же время полученные результаты свидетельствуют 
о том, что МКЭ в смешанной форме обеспечивает получение более устойчи-
вых решений при сгущении сетки конечных элементов, чем МКЭ в форме 
метода перемещений. Вполне очевидно, что те же свойства будут проявлять-
ся и в двумерных системах [10, 11]. 
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3. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ 

Расчет нелинейных стержневых или расчет континуальных систем с ис-
пользованием дискретной расчетной схемы (метод сеток, метод конечных 
элементов) приводит к получению системы нелинейных алгебраических 
уравнений относительно определяемых неизвестных параметров [1, 5, 6, 7, 9, 
15, 16, 20, 21, 22, 33, 34]. В частном случае использования смешанной формы 
МКЭ она имеет следующий вид: 

 

 
 

 

1 1 2   1   

2 1 2   1   

  1 2   1   

, , ..., ; , ..., ; 0,

, , ..., ; , ..., ; 0,
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n m n n n m

l q q q q q P

l q q q q q P

l q q q q q P

 

 

  







 

 

 

  (3.1) 

В краткой форме она может быть записана в виде обобщенного оператора 

  1 2   1   , , ..., ; , ..., ; 0,n n n mL q q q q q P      (3.2) 

где   1 2   , , ..., ;
T

n mL l l l      1 2, , ..., nq q q  — неизвестные параметры перемеще-

ний; 1, ...,n n mq q    — неизвестные параметры усилий; P — параметр нагрузки. 

3.1. Метод последовательных приближений 

Если известно достаточно хорошее начальное приближенное решение 
системы уравнений (3.1), то, придавая неизвестным параметрам q  малые 
возможные приращения q , получим новую систему уравнений 

         1 1   1   1     , ..., ; , ..., ; 0.n n n n n m n mL q q q q q q q q P
                 (3.3) 

Эта система уравнений может быть записана в виде 

      ; ; , ; 0.L q q P L q P L q q P            (3.4) 

Пренебрегая в (3.4) приращениями неизвестных q  второго и более высоких 
порядков малости, получаем линеаризованную систему разрешающих уравне-
ний (приближенных равенств) относительно приращений неизвестных Δq, ко-
торую для удобства дальнейших выкладок представим в матричной форме: 

      1 2; ; 0.D q P D q P q           (3.5) 
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Из этой системы уравнений находим 

      1

2 1; ; .q D q P D q P


           (3.6) 

Полагая, что вектор неизвестных ,q  входящий в (3.5), является векто-

ром, найденным на k-м шаге итерации, полученную систему уравнений (3.5) 
можно рассматривать как систему уравнений относительно приращений не-

известных   k
q  на  1k  -м шаге итерации, а решение записать в виде 

         1

2 1; ;
k k kD q P D q P


           (3.7) 

Суммируя векторы   k
q  и   k

q , получим вектор           1
.

k k k
q q q

     

Подставив этот вектор в систему уравнений (3.2), получим вектор невяз-

ки     1
.

k
R


 Если невязка превышает заданную степень точности решения, то 

следует переход к новой итерации, т. е. по полученному вектору    1k
q


 

находится вектор приращений величин неизвестных     1k
q

 . 

Циклы итераций продолжаются до тех пор, пока величина вектора невяз-

ки   tR  не станет меньше заданной допустимой величины погрешности. 

Изложенный алгоритм является реализацией идеи метода последовательных 
приближений применительно к рассматриваемому классу задач. 

Если возможно задание или получение достаточно хорошего начального 
приближения к решению системы уравнений (3.2), то этот метод является 
эффективным. 

3.2. Метод итераций Ньютона 

Изложенному выше алгоритму может быть дана другая трактовка. 
В соответствии с ней запишем систему уравнений (3.4) в следующем виде: 

      ; ; , ; .L q q P L q P L q q P           (3.8) 

Здесь линейный оператор  , ;L q q P   является дискретным аналогом 

первой производной от оператора  ; .L q P  

Так как для всей конструкции 

   1 2   1 2   , , ..., , , , ..., ,
T T

n m n mq q q q L l l l          

то при 0q   оператор  , ;L q q P   является первой производной от 

 ; :L q P  

      
  

21 2   

  1

, , ...,
, ; .

n m
k n m

k j
j j

l q q q
l q q P q O q

q







     




  (3.9) 
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Совокупность этих отношений можно переписать в виде (3.8): 

        2
; ; ; ,L q q P L q P L q P q O q            (3.10) 

где 

  

1 1 1
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n m
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  (3.11) 

Это матрица Якоби. 

Пусть Q  — решение системы уравнений (3.2), а  kq  — некоторое при-
ближение к Q. Тогда в соответствии с (3.10) 

              , , , .k k k kL Q P L q P L q P Q q O Q q       (3.12) 

Если величина  kQ q  мала, то можно написать приближенное равенство 

           , , , .k k kL q P L q P Q q L Q P     (3.13) 

Так как для Q  являющимся решением системы уравнений (3.2), 

 , 0,L Q P   то 

         , , 0.k k kL q P L q P Q q     (3.14) 

В качестве следующего приближения возьмем решение уравнения 

             1, , 0.k k k kL q P L q P q q     (3.15) 

Из него следует, что 

          1
  1 , , .k k k kq q L q P L q P


        (3.16) 

Реккурентная формула (3.16) составляет метод итераций Ньютона. 
Если в процессе итераций матрицы L  и L  будут браться при одном 

и том же, принятом за начальное, приближении q(0), то такой прием называ-
ется модифицированным методом Ньютона. 

При медленной сходимости итерационного процесса часто используется 
ускоряющая процесс сходимости процедура Ньютона — Рафсона. Пусть по-

сле получения k-го приближения получен вектор   .kq  После постановки 

его в (3.2) получим невязку   .kR  
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          1 2   , , , , ..., .
Tk k

n mL q P R q R r r r        (3.17) 

Придав неизвестным   kq  малые приращения    1kq  , получим на сле-

дующей итерации вектор           1   1 .k k kq q q     

Подставив этот вектор снова в (3.2), получим вектор невязки      1
.

k
R q q

   

По аналогии с (3.9) и (3.10) подставим эту невязку в виде разложения 
в ряд Тейлора с удержанием первых двух членов ряда: 

                 21
.

k k k k kR q q R q R q q O q
         

  (3.18) 

Полагая, что приращение  1kq   обращает невязку        1
  1

k
k kR q q

   

в ноль, получаем 

           0,k k kR q R q q    
  (3.19) 

где 

   

1 1

1   

    

1   

...

... ... ... .

...

n m
k

n m n m

n m

r r

q q

R q

r r

q q



 



  
   

   
   
   





  (3.20) 

Это матрица Якоби. 
По аналогии с (3.16) получаем 

          1
  1 ' .k k k kq q R q R q


     

  (3.21) 

3.3. Метод последовательных догружений 
(приращений параметров) 

При расчете геометрически нелинейных стержневых систем используют-
ся два положения. 

Первое заключается в том, что при достаточно малом нагружении 
напряженно-деформированное состояние системы может быть описано 
в рамках линейной теории, то есть путем решения системы линейных алгеб-
раических уравнений вида (3.1). 

Второе заключается в предположении, что в процессе нагружения общий 
вектор воздействий изменяется пропорционально общему параметру воздей-
ствия λ, т. е. 

    0 .q q    (3.22) 
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На этих положениях основан метод последовательных догружений, 
называемый также методом пошагового нагружения или (в теории нелиней-
ных уравнений) методом погружения по параметру (методом приращений 
параметров) [20, 21, 33]. 

Так как уравнения (2.11), (3.1) выполняются как для воздействий  P , 

так и для воздействий  P P  , то для любого k-го уравнения из системы 

уравнений (2.1) полный дифференциал по параметру P равен нулю: 
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Заменив дифференциал в этом выражении соответствующими малыми 
приращениями 

 
   , ,kk

k k k

l Pq
dq dP q dP l P

P P


   
 

  (3.24) 

получим систему линейных алгебраических уравнений относительно вектора 
приращений переменных  :q  

       , 0,L q P q L P         (3.25) 

где  ,L q P  — та же матрица Якоби, которая приведена выше. 

Из (3.25) находим 

       1
, .q L q P L P


        (3.26) 

Последовательно увеличивая на каждом шаге догружения нагрузку на 

0P , где 
0

P

P
   — шаг догружения, находим  q  на каждом шаге, исполь-

зуя значение   ,kq  полученное на предыдущем шаге суммированием при-

ращений на всех предыдущих шагах: 

      
  1

.
k

k t

t

q q


    (3.27) 

Величина шага 0P P    может изменяться в процессе решения в зависи-
мости от типа задачи. В некоторых из них для того чтобы проследить весь 
процесс поведения конструкции на всей траектории нагружения, в том числе 
и в так называемых особых точках (точках бифуркации, точках ветвления 
решений и др.), необходима смена параметра шагового погружения. 

Накапливающуюся невязку решения системы нелинейных уравнений 
(3.2) при использовании метода пошагового догружения устраняют на каж-
дом шаге или после нескольких шагов по изложенному выше методу Нью-
тона или Ньютона — Рафсона. 
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После подстановки (4.5) в (4.4) и алгебраических преобразований полу-
чаем следующие уравнения: 
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Если величина нагрузки P достигает значения 
крP , то при превышении это-

го значения происходит «прощелкивание», и узел В сразу переместится на ве-
личину 2y h . При этом дальнейшее решение системы нелинейных уравнений 

(4.4) методом простых итераций на участке кр 2y y h   не будет сходиться. 

Чтобы определить дальнейшие равновесные состояния системы в закри-
тическом положении, сменим параметр пошагового процесса, зададимся 
приращением перемещений .y  Определяя усилия N, вызываемые этими пе-
ремещениями, найдем уравновешивающую их нагрузку P. 

Исходным состоянием может являться любое докритическое напряжен-
но-деформированное состояние с известными значениями   1jy   и соответ-

ствующим   1jN   (рис. 4.4). 
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Рис. 4.4
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Первое из этих уравнений представляет собой условие неразрывности 

деформации в месте приложения внутренних усилий  1
0 1N q  в основной 

системе. В нем отражен тот  факт, что деформированное состояние 
(см. рис. 4.9) возможно только за счет дополнительных деформаций от неиз-

вестного дополнительного усилия 
 1

1q . 
Второе уравнение является условием эквивалентности заданной 

(см. рис. 4.9) и основной (см. рис. 4.10) систем. В данном случае это условия 
равновесия основной системы и одновременно отсутствия реакции во вве-
денной  дополнительной вертикальной связи в основной системе. 

В этих условиях неизвестные: 
 1

1q  — неизвестное дополнительное усилие 

в нити, возникающее при ее прогибе от поперечной нагрузки  1 P
P

n
 ; 

 1
2q  — 

неизвестное вертикальное перемещение в точке приложения нагрузки. 
Представим систему уравнений (4.9) в следующем виде: 
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Коэффициенты матрицы откликов при неизвестных в этих уравнениях 
системы определяются следующими выражениями: 
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Подставляя их в уравнения системы (4.10) получаем: 

 

 

 

1
1 2

1 1
1 0

cos 0,

cos 0 cos 0.
2

l
q q

EF

P
q N

       


          




  (4.11) 

Выразим  1cos   через геометрию системы и подставим в уравнение (4.11): 
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Преобразуя эту систему, получаем следующие нелинейные уравнения: 
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  (4.13) 

Решение этой системы нелинейных уравнений выполним методом по-
следовательных приближений (глава 3). Для этого зададимся приближенны-
ми значениями    0 0

1 2,q q  и подставим в уравнение (4.13). Приближенные уси-

лия  0
1q  и перемещения  0

2q  будут отличаться от искомых на величины невя-

зок  0
1q   и  0

2q  соответственно. 
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Пренебрегая величинами второго порядка малости, получаем после неко-
торых преобразований следующую систему линейных алгебраических урав-
нений относительно величин невязок  0

1q   и  0
2q : 
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  (4.15) 

Для вычисления значений  0
1q   и  0

2q  запишем уравнения (4.15) в мат-
ричном виде: 

       0 0 0 0,nA q C           (4.16) 

где 
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Рис. 4.12
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  (4.21) 

Эту систему уравнений запишем в виде (4.16), в которой 
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nq A C


          

Уточняем значения усилий        1
1 1 1

i i iq q q       и перемещений    1
2
iq    

   
2 2
i iq q    для дальнейших итераций и определения 1q  и 2q  j-го приближения. 

Конечная геометрия системы в j-м приближении определяет начальные значения 
для последующего расчета:      1

1
j jN N q    — начальное натяжение; 

     1
2

j jf f q   — начальный прогиб;    2 2j jl l f   — начальная длина. 
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Ниже приведен пример реализации данного алгоритма в программном 
комплексе Scilab: 

function [N, f] = MPP1(EA, N, Ln, P, f, q10, q20, eps) 
// EA - продольная жесткость нити 
// N - начальное натяжение 
// Ln - начальная длина нити 
// P - нагрузка 
// f - начальный прогиб 
// q10 - начальное усилие 
// q20 - начальное перемещение 
// eps - заданная точность приближения нормы вектора невязки delta_q 
 L = Ln; 
 forlambda = 0.0001:0.0001:1 
// 1-я итерация для каждого шага приближения 
  pt = lambda*P; 
  A(1,1)=L^2+2*q10*L^2/EA; 
  A(1,2)=-f*EA-2*q20*EA; 
  A(2,1)=f+q20-pt*L/(2*EA); 
  A(2,2)=q10+N; 
  C(1,1)=q10*L^2+q10^2*L^2/EA-q20*f*EA-q20^2*EA; 
  C(2,1)=q10*f+q10*q20+q20*N+f*N-q10*pt*L/(2*EA)-pt*L/2; 
delta_q = inv(A)*(-C); 
  q1 = q10+delta_q(1); 
  q2 = q20+delta_q(2); 
  // проверка условия приближения к заданой точности eps 
  // и запуск, при необходимости, очередной итерации 
  whilesqrt(delta_q(1)^2+delta_q(2)^2) >eps 
   A(1,1)=L^2+2*q1*L^2/EA; 
   A(1,2)=-f*EA-2*q2*EA; 
   A(2,1)=f+q2-pt*L/(2*EA); 
   A(2,2)=q1+N; 
   C(1,1)=q1*L^2+q10^2*L^2/EA-q2*f*EA-q2^2*EA; 
   C(2,1)=q1*f+q1*q2+q2*N+f*N-q1*pt*L/(2*EA)-pt*L/2; 
   delta_q = inv(A)*(-C); 
   q1 = q1+delta_q(1); 
   q2 = q2+delta_q(2);  
  end 
  // определение начальных параметров для очередного приближения 
  N = N+q1; 
  f = f+q2; 
  L = sqrt(Ln^2+f^2); 
end 
endfunction 
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 // поиск значения прогиба, соответствующего нагрузке P в первом 
приближении 

 whilePt< P 
  f = f+df; 
  L = sqrt(Ln^2+f^2); 
  sin_alpha = f/L; 
  q1=(L-Ln)*EA/Ln; 
  Pt=(N+q1)*2*sin_alpha; 
 end 
 // уточнение значения прогиба до заданной точности eps 
 f1 = f-df; 
 f2 = f; 
 while f2-f1 >eps 
  f = (f2+f1)/2; 
  L1 = sqrt(Ln^2+f1^2); 
  sin_alpha1 = f1/L1; 
  q11=(L1-Ln)*EA/Ln; 
  Pt1=(N+q11)*2*sin_alpha1; 
  L = sqrt(Ln^2+f^2); 
  sin_alpha = f/L; 
  q1=(L-Ln)*EA/Ln; 
  Pt=(N+q1)*2*sin_alpha; 
  // 
  if (Pt1-P)*(Pt-P) <= 0 
   f2 = f; 
  else 
   f1 = f; 
  end 
 end 
 f = (f2+f1)/2; 
 L = sqrt(Ln^2+f^2); 
 q1=(L-Ln)*EA/Ln; 
 N = N+q1; 
endfunction 

Результаты расчета по двум алгоритмам для нагрузки 1P   т и 10P   т 
приведены в табл. 4.1. 

Таблица 4.1 

Нагрузка Р, т Воздействие 
Изменяемый параметр Абсолютная 

погрешность расчета нагрузка P перемещение f 

1 
Усилие, т 11,0288 11,0292 0,0004 0,0040 
Прогиб, м 0,2269 0,2269 0,0000 0,0000 

10 
Усилие, т 27,1956 27,2591 0,0635 0,2300 
Прогиб, м 0,9352 0,9330 –0,0022 0,2400 
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Уравнения смешанного метода имеют в данной задаче следующий физи-
ческий смысл (см. рис. 4.14): 

     

     

     

1 1 1
5

5

  1   1   1
5

0, 0, 0   для узла 1 и КЭ-1 соответственно,

........................................

0, 0, 0   для узла  и КЭ-  соответственно,               (4.26)
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ля узла ( 1) и КЭ-( 1) соответственно,

0   для узла  и КЭ-  соответственно— .n
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Разрешающие уравнения получаются объединением КЭ, примыкающих к 
общему для них узлу. 

Запишем уравнения в развернутом виде: 
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Система нелинейных уравнений решается с учетом сформулированных 
выше граничных условий. 
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После подстановки значений тригонометрических функций при заданном 
α, получаем 

     2 1 2cos tan sin 0,9150tan30 0,4034 0,9317.
P

Q
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Относительная погрешность составляет 

   

 

1 1
3 4

2
3

2,5 2,49916 0,6699 0,712074
100 0,0336 %; 100 6,29 %;

2,5 0,6699

1,1966 1,255625
100 4,93 %.

1,1966

q q

q

 
     


  

 

Так как относительная погрешность при вычислении одного из неизвест-
ных превышает 5 %, учащаем шаг нагружения в два раза. 
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Разрешающие уравнения для второго участка: 
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Система разрешающих уравнений после преобразования: 
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Условия равновесия для нее имеют следующий вид: 

 
   

 
1 2 3 4 1 2

2 3 4 2

0;

2 3 3 0.A

X F P P

M d F P d

           


       
  (5.1) 

Так как балка жесткая, то перемещения нижних концов стержней связа-
ны геометрическими соотношениями 

 2 1 4

3 1 4

3 2 ,

3 2 .

    
     

  (5.2) 

Относительные удлинения стержней пропорциональны перемещениям: 

  1,2,3,4 .i
i i

L


     (5.3) 

При этом физические зависимости имеют вид 

  , 1,2,3,4 ,i
i i pl i

E


       (5.4) 

где E — модуль упругости материала, а через ,i pl  обозначена пластическая 

часть деформации. Зависимости (5.1)—(5.4) справедливы не только для ,  
,P  

pl , но и для их приращений. 

Решая систему уравнений (5.1)—(5.4) относительно напряжений 1 4, ...,  , 
получаем 

 

1 , 1

2 , 2 1

3 2 3 , 

4 4 , 

0,7 0,2 0,3 0,4 0,1 0,2
1 0,4 0,1 0,4 0,7 0,2 0,1

0,1 0,4 0,1 0,2 0,7 0,4
0,2 0,7 0,2 0,1 0,4 0,3

p l

p l

p l

p l

P EPA

                                            

.  (5.5) 

Из уравнений (5.1) и (5.2) находим зависимости для перемещений концов 
жесткой балки АВ от сил и пластических деформаций: 

 

1 , 

2 , 1 1

4 2 3 , 

4 , 

0,7 0,2 0,7 0,4 0,1 0,2
0,2 0,7 0,2 0,1 0,4 0,7

p l

p l

p l

p l

L P
PEA

 
                             

.  (5.6) 

Соотношения (5.5 и 5.6) позволяют проследить за процессом изменения 
пластических деформаций в стержнях и перемещений балки при заданной 
программе нагружения. 

Рассмотрим случай последовательного приложения и снятия независимо 

действующих нагрузок, меняющихся в диапазоне 1
10 1,2

T

P

A
   


 

и 1
20 1,62.

T

P

A
   


 Пусть сначала расчет только 1P, а 2P = 0. Первым будет 
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течь стержень 1, и это начнется тогда, когда 10,7 1  , т. е. при 1  1,429. За-
висимость пластической деформации в первом стержне при параметре нагру-
жения 1 1,62  , при котором, как нетрудно проверить, отсутствует текучесть 
других стержней, найдем из первого уравнения (5.5), положив 1 T    и все 
пластические деформации стержней 2, 3 и 4 отсутствующими, будем иметь: 

1 , 1 , 0,7 1,62 0,3 1,134 0,3T T p l T p lE E             

или 

1, 0,447 .T
pl E


   

Если это равенство подставить в (5.1), то получим 

1

2

3

4

1,000
0,648 .0,162

0,413
T

   
        
      

 

Видно, что все стержни, кроме первого, работают упруго. Если теперь 
разгрузить конструкцию, то, вновь обращаясь к (5.1) и подставив туда нуле-

вое значение нагрузки и 1, 0,447 ,T
pl E


   получим значения остаточных 

напряжений 
0
1
0
2
0 T
3
0
4

0,134
0,178 .0,045

0,089

   
             

 

Если теперь догрузить систему полным значением второй нагрузки 

2 1,62 ,TP A   то, предполагая, что система будет воспринимать эту нагрузку 
как упругую, с помощью (5.5) получим 

 1

2

3

4

1,62 0,21,000 0,676
0,648 0,8101,62 0,1 .0.,62 0,8101,62 0,4

0,413 0,7211,62 0,7
T T T

         
                                   

 

Таким образом, предположение об упругом характере работы конструк-
ции при догрузке подтвердилось, и приведенное выше решение можно пола-
гать верным. 

Однако следует обратить внимание на характерную особенность полу-
ченного решения: при совершенно симметричной конструкции и одинако-
вых по величине воздействиях 1P и 2P  мы пришли к несимметричному ре-
зультату за счет того, что несимметричной была последовательность нагру-
жения конструкции — сперва 1P и затем лишь P2. 
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1. Упругая стадия работы. В начале нагружения все стержни работают 
упруго, справедлив закон Гука: 

1 2 3 4
1 2 3 4; ; ; .

E E E E

   
         

Из этого равенства и соотношений (5.6) следует: 

2 1 4 3 1 43 2 ; 3 2 .         

Добавляя эти равенства к уравнениям (5.3) и решая систему, получаем 

1 2 3 4

0,4 0,3 0,2 0,1
; ; ; .

P P P P

F F F F
         

Перемещение левого конца балки будет равно 

1 1

0,4
.

Pl
l l

EF
     

Из представленного решения видно, что наибольшие напряжения возника-
ют в первом стержне. В нем будет раньше достигнут предел текучести. Как 
только это произойдет, конструкция перейдет в упруго-пластическую стадию 
работы. Предельную нагрузку 1eP  найдем из условия: 1 .T    Из него следует 

1

2,5
.T

eP
F


  

2. Упруго-пластическая стадия — в состоянии текучести находится 
первый стержень. Когда возрастающая сила P превысит предельное упругое 
значение, первый стержень потечет, напряжения в нем будут постоянными 

1 T .    Второй, третий и четвертый стержни еще будут работать упруго. 
Уравнения равновесия (5.1) после этого примут вид 

 2 3 4 2 3 4, 2 2 .T

P P

F F
                (5.9) 

По последнему равенству определяем  

 
1

4 7
.

3
TP F l

l
EF

 
   

Сопоставляя величины напряжений (5.7), видим, что текучесть во втором 
стержне начнется раньше, чем в третьем или четвертом. Обозначим силу, со-
ответствующую началу текучести второго стержня 2,eP  и найдем ее значение: 

 2
2  2

5 8 2,8
.

6
e T T

T e

P F
P

F F

  
      

3. Упруго-пластическая стадия — в состоянии текучести находятся пер-
вый и второй стержни. Чтобы отразить работу конструкции на этом этапе, 
в уравнения равновесия (5.5) введем равенства 1 2 T     . В итоге получим:  
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   4
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Таким образом, имеем для сравнения следующие соотношения: 
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Следовательно, стержень 5 переходит на данном этапе в пластическое 
состояние. 

Переходим к четвертому этапу, учитывая, что стержни 1, 2, 5 уже нахо-
дятся в пластическом состоянии. Тогда, повторяя выкладки, получаем 
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Это означает, что стержень 3 переходит в пластическое состояние, а нагрузка 
2,44 TP N  является предельной для рассматриваемой конструкции.  



68 

Необходимо отметить, что решение этой задачи возможно по методу 
предельного равновесия, если известна история нагружения, как это показа-
но в предыдущих примерах. 

Если же история нагружения неизвестна, то необходимо будет перебрать 
все возможные варианты потери несущей способности. Количество таких 
вариантов равно n , где n  — число стержней в системе. 

5.2. Упруго-пластический расчет стальных конструкций 

Деформации и устойчивость стальных конструкций зависят от геометри-
ческой и физической нелинейностей их поведения. При больших перемеще-
ниях конструкций условия равновесия и зависимости «перемещения — де-
формации» нелинейны. Если материал в отдельных частях конструкции до-
стигает предела текучести, то изменяются соотношения «напряжения — 
деформации», а также отношения жесткостей элементов конструкций, 
и в ней могут образовываться механизмы. 

При малых перемещениях такие задачи традиционно решаются с помо-
щью методов оптимизации. При их использовании рассматривается после-
довательность статически возможных состояний конструкции и определяет-
ся максимальный коэффициент нагружения, называемый коэффициентом 
надежности приспособляемости. Альтернативно может быть рассмотрена 
последовательность кинематически возможных перемещений конструкции 
и определен минимальный коэффициент нагружения 

В прямом методе расчета, используемом в данной работе [30, 31], удо-
влетворяются как статические, так и кинематические условия, оптимизация 
не требуется. Прямой метод требует расчета последовательности конфигу-
раций конструкции, так как при наступлении пластичности ее жесткость из-
меняется. Если, например, какой-то из стержней фермы достигает пластиче-
ского состояния или, наоборот, стержень восстанавливает упругое состояние 
при разгрузке, то должно быть выполнено переформирование и разложение 
матрицы жесткости системы. 

На начальных этапах развития теории предельного пластического равно-
весия и приспособляемости мощности компьютеров не соответствовали объ-
ему вычислений прямого метода. В связи с этим предпочтение отдавалось 
методам, основанным на теории оптимизации. 

При современном уровне возможностей компьютеров преимущество не-
прямого оптимизационного метода становится спорным даже для задач 
с малыми перемещениями. 

5.2.1. Свойства сталей 

1. Одноосное напряженное состояние. Идеализированная диаграмма 
«напряжения — деформации» для цикла «одноосное загружение — разгруз-
ка образца» показана на рис. 5.12, а. Упругие загружение и разгрузка проис-
ходят с модулем упругости E, а пластическая деформация происходит при 
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2 2 2
2 1,  1 2,  2 2,  2 3,  3 3,  3 1,  1 1,  2 2,  3 3,  1 1 2 2 3 3 1;I p p p p p p                 (5.12) 

 3 1 2 3det .I S p p p    (5.13) 

Эксперименты показывают, что текучесть стали не зависит от гидроста-
тического давления p. 

    1,  1 2,  2 3,  3 1 2 3

1 1
.

3 3
p p p p         (5.14) 

Таким образом, поверхность текучести стали описывается инвариантами 
напряжения kJ  тензора-девиатора напряжений S S pI  : 

 1 0;J    (5.15) 

 
      

      

2 2 2

2 1,  1 2,  2 2,  2 3,  3 3,  3 1,  1

2 222 2 2
1,  2 2,  3 3,  1 1 2 2 3 3 1

0,1667

    0,1667 ,

J

p p p p p p

            

           
  (5.16) 

 3 det .J S   (5.17) 

Для различных материалов в литературе описано большое количество по-
верхностей текучести. Для стали чаше всего используется критерий текучести 
Мизеса, основанный на инварианте 2J . Этот критерий утверждает, что текучесть 
стали наступает, когда функция текучести  f   становится равной нулю, т. е. 

 
     

   

2 2

1,  1 2,  2 2,  2 3,  3

2 2 2 2 2
3,  3 1,  1 1,  2 2,  3 3,  1         6 2 .y

f        

          
  (5.18) 

Область   0f    называется зоной текучести. Ее граница   0f    

называется поверхностью текучести. 

5.2.2. Упруго-пластическое поведение стального стержня 

Каждый стержень фермы рассматривается как конечный элемент посто-
янного поперечного сечения, подверженного действию лишь осевого усилия. 
Стержни соединяются в узлах шарнирно. Упругая потеря устойчивости от-
дельных стержней не рассматривается. Если стержень достигает пластично-
сти, то полагается, что он может нести осевую нагрузку, соответствующую 
напряжению текучести. 

Считается, что каждый стержень фермы на шаге нагружения находится 
либо в упругом, либо в пластическом состоянии. Величина шага вычисляет-
ся в алгоритме решения таким образом, чтобы справедливость этого поло-
жения не нарушалась. Вклад каждого стержня в секущую матрицу жесткости 
фермы вычисляется при помощи выражений для геометрически нелинейного 
расчета ферм. Если стержень достиг пластичности, то его вклад в секущую 
матрицу жесткости фермы равен нулю. 
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Тогда напряжение σ и осевое усилие f в стержне в пробном состоянии 
определятся из следующих уравнений: 

      ;t t t
em E     (5.23) 

    .t tf A    (5.24) 

Если стержень на шаге нагружении является пластичным, то его дефор-
мация в пробном состоянии определяется следующим образом: 

    ;t s
e e     (5.25) 

     ,t s
p p p         .t s

p t t       (5.26) 

Напряжение σ и осевое усилие f  в стержне, достигшем пластичности, 
в пробном состоянии равны 

    ;t s     (5.27) 

    t sf f .  (5.28) 

5.2.3. Прямой метод расчета по предельному равновесию 

В прямом методе расчета на пластическое предельное равновесие задает-
ся схема нагружения (модельная нагрузка), которая затем умножается на ко-
эффициент нагружения λ, давая значение нагрузки на шаге нагружения. 
Определяется максимальное значение коэффициента нагружения, при кото-
ром конструкция сохраняет устойчивость. Так как предполагается, что кон-
струкция испытывает большие перемещения, то заранее не известно, какое 
предельное состояние наступит раньше: потеря устойчивости формы кон-
струкции или образование пластического механизма. 

Структурная схема алгоритма расчета фермы на предельную нагрузку 
показана на рис. 5.14. Алгоритм учитывает геометрическую и физическую 
нелинейность и состоит из двух вложенных циклов. Во внешнем цикле вы-
полняется пошаговый расчет до достижения заданного коэффициента 
нагружения или наступления предельного состояния фермы. Во внутреннем 
цикле производится итерационное вычисление секущей матрицы жесткости 
для шага нагружения в соответствии с инкрементами перемещения и изме-
нениями состояния стержней.  

Истинное состояние стержней на шаге нагружения определяется итера-
ционно. В начале первого шага нагружения все стержни упруги и свободны 
от напряжений. В первом цикле итераций на всех последующих шагах 
нагружения полагается, что стержень пластичен, если он был пластичен 
в конце предыдущего шага нагружения. В противном случае стержень пола-
гается упругим. Эти предположения могут оказаться некорректными и будут 
уточняться в конце каждого шага нагружения. 
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6. КОНСТРУКТИВНО-НЕЛИНЕЙНЫЕ ЗАДАЧИ. 
ПРЯМЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА 

К конструктивно-нелинейным относятся часто встречающиеся в инже-
нерной практике системы с односторонними связями, создающими ограни-
чения на перемещения в виде неравенств. 

К таким конструкциям относятся, например, балки или плиты, лежащие 
на плоскости или на упругом одностороннем основании, фундамент соору-
жения или подстилающее его основание, многопролетные балки с жесткими 
или упругими односторонними опорами или зазорами между балкой и опо-
рами и т. д. [3, 12, 29] 

В настоящее время для расчета конструктивно-нелинейных систем с одно-
сторонними линейными и нелинейными связями применяются, чаще всего, 
методы линейного и нелинейного программирования. Эти методы практиче-
ски не изучаются в большинстве технических и строительных вузах. Поэтому 
инженеры-конструкторы в своей практической работе их не применяют.  

В докторской диссертации В. П. Аленина, выполненной под руковод-
ством профессора В. А. Игнатьева, и в учебном пособии В. П. Аленина [2] 
получил развитие и применение предложенный в работе [3] метод компен-
сирующих нагрузок для расчета стержневых систем с дискретными односто-
ронними связями. 

В данном учебном пособии расчет таких систем выполняется также на 
основе метода компенсирующих нагрузок. На приводимых ниже примерах 
показывается его высокая эффективность. 

6.1. Основные типы дискретных связей 
в конструктивно-нелинейных системах 

и диаграммы работы 

Для того чтобы выполнить расчет конструктивно-нелинейной системы, 
необходимо знать физические характеристики имеющихся в ней дискретных 
или континуальных связей. 

Ниже на рис. 6.1, а, б, в представлены основные типы диаграмм работы 
дискретных связей в безразмерных координатах R , y  ( R  — безразмерное 
силовое или моментное нагружение связи, y  — ее безразмерное линейное 
или угловое перемещение от этого нагружения). 
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Результирующая (окончательная) эпюра моментов отличается от опM  тем, 
что опM  суммируется с грузовой (балочной) эпюрой, поэтому ее не приводим. 

По значениям  1
опM  строим эпюру  1

мQ  от опорных моментов (см. рис. 6.6, б). 

 1 пр лев
м

0,664842
кН.

0,172898

M M
Q

l


   

Окончательная эпюра поперечных сил получается простым суммирова-

нием эпюр  1
мQ  и  1

балQ : 

      1 1 1
ок м бал.Q Q Q    (6.13) 

Если расчет начат с нулевыми компенсирующими нагрузками, то по зна-

чениям ординат эпюры  1
окQ  определяются реакции в опорах: 

 

 

 

 

1 0
0 пр

1 1 1
1 пр лев

1 2
2 лев

0 0,8948422  кН;

0,0280562  кН;

0 0,0771016  кН.

R Q

R Q Q

R Q

  

  

  

  (6.14) 

Для проверки при завершении первого цикла целесообразно выполнить 
статическую проверку. 

      1 1 1
0 1 2 0.y ql ql R R R        (6.15) 

В данном случае условие равновесия (6.15) выполняется. 
При известных реакциях опор (6.14) можно найти перемещения в двух 

точках (под 1-й и 2-й опорами). 
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  (6.16) 

По перемещениям строится эпюра перемещений (см. рис. 6.6, д). 
Для более точного подсчета перемещений можно применить, например, 

известный метод начальных параметров. 
Значения перемещений в опорных точках 1 и 2 (см. рис. 6.3) требуются 

далее для определения участков истинных (действительных) диаграмм (см. 
рис. 6.1) и подсчета по ним так называемых действительных реакций 1-го 

и последующих приближений. Итак, поскольку  1
1 0 0,002 мy y   и 2 0y y , 

то действительные величины реакций в связях 1 и 2 (см. рис. 6.3) равны 

 
   

   

1 1
1Д 1

1 1
2Д 2

0,04 0,00072 0,0245306 кН;

0,04 0,00072 0,0084302 кН.

R y

R y

  

  
  (6.17) 
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Эти «действительные» реакции в связях 1 и 2 нужны для подсчета ком-
пенсирующих нагрузок во втором и дальнейших приближениях. 

 

     

     

2 1 1
1 1 1 Д

2 1 1
2 2 2 Д

0,0245306 кН,

0,0686714 кН.

P R R

P R R

   

   
  (6.18) 

По формулам (6.18) найденным значениям компенсирующих нагрузок на 
1-й и 2-й опорах для следующего второго цикла формируется критерий вы-
хода из циклов в следующем виде: 
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  (6.19) 

При 0,5 %   требуется продолжения итераций. 
Исследования, проведенные в работе [4], показывают, что значение δ 

в критериях выхода из циклов типа (6.19), проводимых на основе МКН, в ответ-
ственных ситуациях требуют увеличения его порядка малости до 0,01 % 
и иногда до 0,001 %. Для предварительных исследований его можно брать 0,5 %. 

На втором цикле МКН пересчитываются только поправки к грузовым ко-
эффициентам по формулам (6.9). 
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1
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  (6.20) 

Грузовые коэффициенты второго цикла определяются по формулам (6.11). 

  2
1 2,6330696,P    2

2 3,6311153.P     (6.21) 

Решение канонических уравнений (6.7) дает следующие значения надо-
порных моментов: 

 2
1 0,4715389 кНм;X     2

2 0,1129159 кНм.X    

Для второго и последующих циклов расчета реакции в податливых свя-
зях 1 и 2 (см. рис. 6.3) отыскиваются несколько сложнее изложенного выше 
приема, поскольку при этом нужно учитывать ненулевые компенсирующие 
нагрузки. Для найденных надопорных моментов второго цикла эпюры попе-
речных сил от надопорных моментов и окончательные строятся стандарт-
ным изложенным выше образом и приведены на рис. 6.7, а. 
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Векторное ускорение по методу Эйткена — Лаузера в [4] названо первым 
алгоритмом ускорения. 

Составим таблицу компенсирующих нагрузок, полученных после двух 
первых циклов, представленных выше. В эту таблицу включим и нулевые 
компенсирующие нагрузки (табл. 6.1). 

Таблица 6.1 

j 0 1 2 3 
 

1 ,iP  кН 0 0,0245306 0,0290848 0,0313172 
 

2 ,iP  кН 0 0,0686714 0,0828357 0,0897787 

Согласно алгоритму 1 параметр λ для ускоряющей процедуры вычисля-
ется по формуле: 

                   
         

  2   1   2   1   1   1
1 1 2 2 1 1 2 2

2 2
  1   1

1 1 2 2

.

j j j j j j j j

j j j j

P P P P P P P P

P P P P

     

 

            
 

      
  (6.23) 

При 0j   и данных из табл. 6.1 получим для ускоряющего параметра λ 
в алгоритме 1 значение 

0,328924,   

а значение комплекса 

 
0,490180.

1




 
 

Следовательно, ускоренные значения компенсирующих нагрузок для по-
следующего 3j   цикла вычисляются по формуле 

          1   1   2

1
j j j j

i i i iP P P P  
      

 
  (6.24) 

для 1,2i  . Они включены в третий столбец табл. 6.1 и табл. 6.2. 
Следующие два цикла (назовем их 4 и 5) выполняем в полном соответ-

ствии с вышеизложенными действиями. Краткое их описание можно выпол-
нить по табл. 6.2, которая построена так же, как и табл. 6.1, но только допол-
нена двумя строками, где даны относительные погрешности для 1-й и 2-й 
компенсирующих нагрузок. 

Таблица 6.2 

j 3 4 5 6 7
 

1 ,  кНiP  0,031317 0,030466 0,030294 0,030218 0,030243 
 

2 ,  кНiP  0,089789 0,087146 0,086608 0,086372 0,086450 
 

1
,  %j

P  — –2,792 –0,570 — 0,083 
 

2
,  %j

P  — –3,021 –0,621 — 0,090 
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Результаты вычислений, выполненных после первого применения ускоре-
ния по алгоритму 1, представлены в табл. 6.3. А поскольку при 9j   критерии 
прерывания циклов в 0,5 % выполнены, то дальнейшие циклы и ускорение ите-
раций не проводились. Кроме того, в табл. 6.3 приведены усилия в надопорных 
сечениях и перемещения в 1-й и 2-й точках (рис. 6.13) для девятого цикла. 

В заключение отметим, что область эффективного применения МКН и по-
добные рекомендации по отдельным типам задач содержатся в работах [2, 3]. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Рассмотренные в данном учебном пособии примеры расчета поведения 
конструкций под нагрузкой с учетом различных типов нелинейности и мето-
ды расчета, естественно, не исчерпывают всего многообразия нелинейных 
задач и методов их решения. 

В пособие не вошли, например, решения задач динамики, теплопередачи, 
ползучести, требующие в первую очередь знаний теории в соответствующих 
областях. 

Однако пособие дает достаточно полное представление о сути проблемы 
учета нелинейности в расчетах широкого круга конструкций. 

Другая сторона этой проблемы — возможность разработки и обоснова-
ния решений, более адекватных реальным конструкциям, их расчетных схем. 

Именно некорректности в расчетных схемах служат, зачастую, причиной 
получения результатов расчета, не согласующихся с физическим смыслом 
и порождающих скептическое отношение к ним, даже если они получены с 
использованием современных мощных пакетов программ (COSMOS/M, 
ANSIS, NASTRAN и др.). 

Поэтому подготовка специалистов, способных не только пользоваться паке-
тами программ, но и разрабатывать и обосновывать их расчетные схемы, раз-
личные по условиям приближения к реальным конструкциям, является важной 
задачей, решению которой должно способствовать и данное учебное пособие. 
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